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I n dem Programme, welches von mir vor zwei Jahren verfasst wurde, bemühete ich mich, 
einen kleinen Beitrag zur Behandlung der Lehre von den Linien der zweiten Ordnung nach 
der analytischen Methode zu geben, indem ich die allgemeine Gleichung des zweiten 
Grades zwischen zwei Veränderlichen nicht bloss, wie es sonst meistens nur geschiehet, auf 
ein rechtwinkliges, sondern ganz allgemein auf ein Coordinatensystem von beliebigem Win- 

kel bezog, und indem ich versuchte, auf möglich einfachstem Wege die Bedingungen aufzu- 
finden, unter denen diese Gleichung eine Ellipse, eine Hyperbel oder eine Parabel darstellt, 
so wie aus derselben Gleichung die Werthe der wichtigsten Grössen zu entwickeln, welche 
dienen, diese Curven nach Lage und Grösse zu bestimmen. In der Einleitung äusserte ich 
mich in ein Paar Worten über die Wichtigkeit der Lehre von den Kegelschnitten für den 
Gymnasialunterricht, und legte einige Gründe dar, welche mich bestimmen, im Allgemeinen 
der analytischen Methode vor der rein geometrischen in Bezug auf den Elementarunterricht 
in diesem Gegenstande den Vorzug zu geben. Doch empfahl ich, der rechnenden Behand- 
lung der Kegelschnittstheorie eine, wenn auch nur kurze, Darstellung und Betrachtung der- 
selben nach geometrischer Methode voranzuschicken. Wider Erwarten, aber nicht uner- 


wünscht, bietet sich mir jetzt schon wieder die Gelegenheit zur Abfassung einer ähnlichen 
1 
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kleinen Schrift dar, und ich glaube, diese Gelegenheit nicht besser benutzen zu können, als 
indem ich jetzt einige Beiträge zu einer solchen geometrischen Behandlung der Kegel- 
schnittslehre zu geben versuche. Meine Hauptabsicht bei meinen Untersuchungen iiber diesen 
Gegenstand ging nur dahin, die Lehre von den Kegelschnitten in eine nähere Verbindung 
mit den niedriger stehenden Elementen der Geometrie zu setzen, und den ersten Unterricht 
in derselben zu erleichtern; keineswegs beabsichtigte ich, die grosse Menge der interessanten 
Eigenschaften jener überaus wichtigen Curven in ein vollständiges System zu bringen. Einige 
meiner wichtigsten Resultate, welche mir vorzüglich Beachtung beim Unterrichte zu verdienen 
schienen, habe ich nun in den folgenden Blättern dargelegt, bin jedoch weit davon entfernt, 
Alles oder auch nur die Hälfte als mein Eigenthum angesehen wissen zu wollen; viel Be- 
kanntes musste ich des Zusammenhangs oder seiner Wichtigkeit wegen ‚mit aufnehmen. Jedem 

Lehrer muss nun anheim gestellt bleiben, ob und in wie weit er das hier Mitgetheilte bei | 
seinem Unterrichte benutzen kann und will. : Diese Bemerkungen hielt ich für nothwendig, 


um den Leser im Voraus auf den Standpunkt zu stellen, aus welchem ich diese Blätter be- 


urtheilt zu sehen wünsche. N 


T. 


Betrachtung der Schnittlinien, welche in Kegelflächen entstehen, 
wenn diese durch ebene Flächen geschnitten werden. 


Se 


Zwei unbegrenzte gerade Linien XX und YY’ mögen einander in einem Punkte 2 
schneiden, und sodann mögen sich die beiden Scheitelwinkelfläichen XZY und X’ZY’ um die 
Linie XX’ im Raume einmal ganz herumdrehen, so wird jeder der beiden Theile von YY', 
nämlich sowohl ZY als ZY’, eine ins Unendliche sich erstreckende Kegelfläche beschreiben. 
Diese beiden Kegelflächen werden nur den Punkt Z gemein haben, und von demselben aus 
entgegengesetzt liegen; der Inbegriff derselben kann eine Doppelkegelfläche genannt 


werden. Es soll untersucht werden, welche Schnittlinie eine solche Doppelkegelfläche mit 
einer ebenen Fläche hervorbringe. 


Die Linie XX’ heisst die Axe der Kegelflächen, der Punkt Z die Spitze derselben. 
Wird durch diese Spitze und irgend einen Punkt einer der Kegelflächen eine unbegrenzte 
gerade Linie gelegt, so liegt dieselbe ganz in der Doppelkegelfläche, und stellt eine der Lagen 
dar, in welcher der Schenkel YY’ in einem Augenblicke sich befand, als er durch seine Umdre- 
hung die Doppelkegelfläche hervorbrachte. 


Eine solche gerade Linie soll eine Seitenlinie 
der Doppelkegelfläche heissen. 


Se 
Wir betrachten nun kürzlich die Lage einer ebenen Fläche gegen die Doppelkegelfläche, 
wenn jene Ebene mit dem Kegel den Punkt Z gemein hat. Hier erhellt, 


dass es dreierlei 
Lagen der Ebene gegen die Doppelfläche giebt, nämlich: 


1) Lagen, in welchen die Ebene mit der Doppelkegelfläche nur den einzigen Punkt Z 
gemein hat. Fine gerade Linie in einer solchen Ebene hat entweder keinen Punkt mit der 
Doppelkegelfläche gemein, oder nur ‘den einzigen Punkt Z.' 


2) Lagen, in welchen die Ebene mit der Doppelkegelfläche nur eine einzige Seiten- 
linie gemein hat, in welcher sie dieselbe berührt. Soll eine Ebene die Kegelflächen in 
einer gegebenen Seitenlinie berühren, so muss die Ebene rechtwinklig gegen diejenige Ebene 
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sein, welche diese Seitenlinie und auch die Axe XX’ in sich enthält. Wird in einer solchen 
Berührungsebene eine unbegrenzte gerade Linie gezogen, so ist dieselbe entweder einerlei 
mit der Seitenlinie, in welcher die Berührung Statt findet, und hat dann alle ihre Punkte 
mit den Kegelflächen gemein; oder sie ist jener Seitenlinie parallel, und hat keinen Punkt 
mit den Kegeltlächen gemein; oder sie schneidet jene Seitenlinie in einem Punkte, und dann 
ist dieses der einzige Punkt, den die Gerade mit der Doppelkegelfläche gemein hat, und in 
dem beide einander berühren. 

3) Endlich giebt es Lagen, bei denen die Ebene zwei Seitenlinien mit den Kegel- 
flächen gemein hat, in welchen sie dieselben schneidet. (Mehr als zwei Seitenlinien kann 
keine Ebene mit der Doppelkegelfläche gemein haben). Wird in einer Ebene dieser Art eine 
gerade Linie gezogen, so ist dieselbe entweder der einen der beiden Seitenlinien parallel; 
dann wird die andre Seitenlinie von ihr in einem Punkte, und in eben diesem Punkte auch 
die Doppelkegeltläche geschnitten, weiter hat aber diese Gerade keinen Punkt mit der Dop- 
pelkegelfläche gemein; — oder sie ist keiner der Seitenlinien parallel, gehet aber nicht durch 
Z; dann wird jede der beiden Seitenlinien von der Geraden in einem Punkte getroffen, und 
daher giebt auch die Gerade mit der Doppelkegelfläche diese beiden Schnittpunkte, sonst 
aber keinen weiter; — oder, die gerade Linie ist einerlei mit einer der Seitenlinien, wo sie 
alle ihre Punkte in den Kegelflächen hat; — oder endlich, sie ist keine Seitenlinie, gehet 
jedech durch Z hindurch, wo sie bloss diesen Punkt mit den Kegelflächen gemein hat. 


Keine Gerade hat mehr als zwei Punkte mit einer Doppelkegelfläche gemein, ausgenom- 
men wenn dieselbe eine Seitenlinie ist, also ganz in der Doppelkegelfläche enthalten ist. 


Ss. 3. 


Wird nun mit der Doppelkegelfläche eine Ebene verbunden, die nicht durch die Spitze 
Z gehet, so lege man durch die Spitze Z eine Ebene, welche jener parallel ist, dann kann 
man in Bezug auf diese Hülfsebene die drei in $. 2. erwähnten Fälle unterscheiden, und 
wird diese Fälle auch von Wichtigkeit für die Lage der Hauptebene finden. Nämlich: 


1) Hat die Hülfsebene bloss den Punkt Z mit den Kegelflächen gemein, so wird jede 
auf der Doppelkegelfläche mögliche Seitenlinie die Hauptebene treffen, und daher die Schnitt- 
linie der Doppelkegelfläche mit der Hauptebene eine zusammenhängende Linie sein. Diese 
Schnittlinie wird aber die Eigenschaft haben, mit keiner Geraden mehr als 2 Schnittpunkte 
geben zu künnen, und daher wird sie eine Curve sein. 

2) Hat die Hülfsebene mit der Doppelkegelfläche eine Seitenlinie gemein, und berührt 
dieselbe, so trifft die Hauptebene nur eine der beiden Kegelflächen, und bildet darin eben- 
falls eine Curve, die sich aber nicht schliesst, (wie man daraus siehet, dass die Hauptebene- 
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keinen Punkt mit jener Seitenlinie gemein hat, weil sie ihr parallel ist), sondern zwei sich 
ins Unendliche erstreckende Schenkel hat. 


3) Hat endlich die Hülfsebene mit der Doppelkegelfläche zwei Seitenlinien gemein, so 
trifft die Hauptebene jede der beiden entgegengesetzten Kegelflächen in einer Curve, aber 
jede dieser Curven ist keine geschlossene, sondern hat zwei sich ins Unendlich erstreckende 


Schenkel. 


S. 4. 


Es werde nun der erste dieser Fälle betrachtet, in welchem die Hülfsebene, welche 
durch Z gelegt ist, ausser Z keinen Punkt mit der Doppelkegelfläche gemein hat, und wo 
die Hauptebene, — die wir auch die Curvenebene nennen können, — eine zusammen- 
hängende Curve als Schnittlinie hervorbringt. 


Hier giebt es eine Ebene, welche die Axe der Kegelflächen, XX’, in sich enthält, und 
zugleich auf der Curveuebene lothrecht ist. Um dieselbe zu finden, fälle man ein Loth aus 
Z auf die Curvenebene, und lege eine Ebene durch dieses Loth und die Axe XX’, so ist 
diese Ebene die gesuchte. — Nur der Fall, wo das aus Z auf die Curvenebene gefällte Loth 
mit XX’ zusammenfällt, bildet eine Ausnahme; hier ist jede XX’ enthaltende Ebene auf 
der Curvenebene lothrecht, und offenbar die Curve ein Kreis. Wir haben nicht nöthig, 
auf diesen Fall weiter Rücksicht zu nehmen. — Nun ist zu bemerken, dass die durch XX 
lothrecht gegen die Curvenebene gelegte Ebene mit dieser Curvenebene eine gerade Schnitt- 
linie AA’ geben wird, welche man die Axe der Curve nennt, und dass die Curve durch 


diese Axe in völliger Symmetrie in zwei einander congruente Hälften getheilt werden wird. 


Es hat sich nun durch diese durch XX’ gelegte Ebene ein Dreieck ZAA’ gebildet, des- 
sen Seiten sind die Axe der Curve _AA’ und zwei Seitenlinien ZA, ZA”. Die Betrachtung 
dieses Dreiecks ist von Wichtigkeit. Die unbegrenzte Ebene desselben, — die vorhin an- 
gewandte Hülfsebene, — wollen wir die Dreiecksebene nennen. 

“* 
Ger, 

Man beschreibe in dieser Dreiecksebene zwei Kreise, den einen mit dem Centrum M, 
so dass er alle Seiten des Dreiecks berühre, und zwar die ZA in B, die ZA’ in €, die AA’ 
in F; den zweiten, grössern Kreis mit dem Centrum M’ aber so, dass er AA’ in F’, und 
von den Seiten ZA, ZA’ die Verlängerungen in B’ und Ü’ berühre. Die Mittelpunkte M 
und M’ werden in der Axe XX/ liegen. 


Nach bekannten Sätzen der ebenen Geometrie hat man nun 


Fig.1. 


zu er 20% ZIEHEN, 
AB =. AFKSSAPF ent, AB. = s AFFE AS aN 


AA = sBB LEO, 


Jetzt ziehe man die geraden Linien BC und B’C’. Diese werden einander parallel sein, 
und die Axe XX’ unter rechten Winkeln in zwei Punkten L und L’ schneiden, und ihre 
Verlängerungen werden mit den Verlängerungen von AA’ in zwei Punkten D und D’ zusam- 
mentreffen. Aus A und A’ fälle man die Lothe AE und A’E’ auf BD und BD’, dann wird 
man haben 

AABE = ACE, flgich AE = AFE, 
dann AAED = AED, also AD. AD, 


Nun werden ferner die Dreiecke ABD und AB’D’, eben so die Dreiecke A’C’D’ und 
_A’CD einander ähnlich sein. Theils wegen des einen oder des andern Paares dieser ähn- 


lichen Dreiecke, theils wegen gleich langer Linien wird man nun folgende gleiche Verhält- 
nisse finden: 


Ir AB u AF 
AT, SEN AB SrARDE mr A! AF 
AD = AD )- er N ne 9 
oder — AD => AD 
Daher ist auch AF.AD = AF.AD, 
und auf ähnliche Art APR ADIETAF N ADS 


Die erste dieser Gleichungen zeigt, die Punkte A, F, A, D seien harmonische 
(harmonisch liegende) Punkte, oder, was dasselbe sagt, die Linie A’D sei in F und A har- 
monisch getheilt (oder auch, nach einer wohl besseren Terminologie, welche z.B. Poncelet 
in Crelle’s Journal der Math. Band III. S. 221. anwendet: Die Linie AA’ sei in F und D, 
oder die Linie FD in A und A’ harmonisch getheilt). Die letzte Gleichung zeigt ganz die- 
selbe Eigenschaft in Bezug auf die Punkte A, F’, A’ und D'. 


” 
Ba 


Man denke jetzt wieder die Kegelfläche sammt der Curvenebene, zugleich aber auch 
zwei Kugeln, die eine mit dem Centrum M und dem Radius = MB = MC = MF, die 
andre mit dem Centrum M’ und dem Radius =MPB’ = MC’ —=MTF. Die erste und klei- 
nere dieser Kugeln wird mit der Kegelfläche nicht bloss die Punkte B und C, sondern über- 
haupt eine Kreislinie gemein haben, deren Centrum L, deren Radius = LB = LC, und 
wird die Kegelfläche in dieser Kreislinie berühren, Ganz auf dieselbe Art wird die zweite, 
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grössere Kugel die Kegelfläche in einer Kreislinie berühren, deren Centrum L’ und deren 
Radius = L’B’ = L’C. Diese beiden Kreislinien mögen die Berührungskreise, und die 
Ebenen, in denen dieselben liegen, und welche gegen die Axe der Kegelfläche in L und L’ 
rechtwinklig sind, mögen die Ebenen der Berührungskreise oder kürzer die Berüh- 
rungsebenen heissen. 

Nun erhellt, der Punkt F werde ein Berührungspunkt der Curvenebene und der Ober- 
fläche der kleineren Kugel sein; denn die Dreiecksebene, in welcher der Kugelradius MF 
liegt, ist senkrecht gegen die Curvenebene, MF aber senkrecht auf der Schnittlinie AA’ bei- 
der Ebenen, mithin auch senkrecht auf der Curvenebene selbst. Auf gleiche Weise ist auch 


F’ ein Berührungspunkt der Curvenebene und der grösseren Kugel. 


Man erweitere jetzt die Ebenen der Berührungskreise, bis die Curvenebene von der 
einen @HIK in der Geraden GH, von der andern, GHTK’ in GH’ geschnitten wird. Da 
sowohl die Curvenebene als jede der beiden Ebenen der Berührungskreise rechtwinklig gegen 
die erweitert zu denkende Dreiecksebene ist, so werden auch die Schnittlinien GH und GH’ 
auf eben dieser Ebene ZAA’ lothrecht sein. 


DZ, 


Nun sei P irgend ein Punkt der Cwve, und ZQPQ sei die zugehörige Seitenlinie der 
Kegeltlläche. Diese Seitenlinie wird zwei Punkte, @ und @', mit den Beriihrungskreisen ge- 
mein haben, und offenbar werden die beiden Kugeln von dieser Seitenlinie ZQP@’ berührt 
werden, die eine in @, die andre in @'. Dabei wird man haben 

OO IF BE TR EA AT, 

Man ziehe jetzt in der Curvenebene die beiden geraden Linien PF und PF’, so werden 
auch diese die Kugeln, beziehungsweise in F und F’, berühren. Nun gilt der Satz: Werden 
aus einem Punkte, der ausserhalb einer Kugel liegt, an diese zwei Berührungslinien gezogen, 
so sind diese Berührungslinien, in so fern sie von jenem Punkte und den beiden Berührungs- 


punkten begrenzt werden, von gleicher Länge. Vermöge dieses Satzes hat man nun 


Se undPF = PYg, 
daher auch PF-+ PF = PQ + PQ = 09, 
oder DE ne DET TARA 


Dieses giebt uns den Satz: 


Werden die in der Curvenaxe liegenden Punkte F und F mit irgend 
einem Punkte der Curve verbunden, so ist die Summe der beiden 
Verbindungslinien constant, und zwar immer der Axe der Curve 
gleich. | 


Fig. 1 


Wir betrachten dieses als die erste hier von uns gefundne Haupteigenschaft un- 
srer Curve. Wird von einer Ellipse die Definition gegeben: „Eine Ellipse ist der geometri- 
sche Ort des Punktes in einer Ebene, der mit zwei in derselben Ebene enthaltenen festen 
Punkten zwei Entfernungen bildet, deren Summe einer constanten Linie gleich ist — so 
sehen wir, unsre Curve sei eine Ellipse. Die Punkte F, F sind die Brennpunkte der 
Ellipse, die Linien PF und PF sind die Brennstrahlen, radii vectores des Punktes P, 


9. 48. 


Man nehme nun eine Ebene an, welche die Kegelfläche in der Seitenlinie ZQPQ und 
also auch die Kugeln in @ und @ berühre. Diese berührende Ebene schneide nun die Cur- 
venebene in der geraden Linie RPR, so wird diese Gerade, eben so wie die berührende 
Ebene selbst, nur den einzigen Punkt P mit der Curve gemein haben. Eine andre in der 
Curvenebene durch P gezogene Gerade würde ausser P noch einen zweiten Punkt mit der 
Curve gemein haben; denn diejenige Ebene, welche diese andre durch P gezogene Gerade 


'und auch die Seitenlinie ZP in sich enthielte, würde die Kegelifläche ausser in ZP noch in 


einer zweiten Seitenlinie schneiden, diese zweite Schnittlinie würde auch mit der Curve 
einen Punkt gemein haben, und dieser Punkt würde zugleich der zweite Punkt sein, in wel- 
chem die Curve von der andern durch P gezogenen Geraden geschnitten würde. Die Linie 
RPFP' wird also die einzige in der Curvenebene durch P mögliche Gerade sein, welche nur 
diesen Punkt P mit der Curve gemein hat, sie wird die Berührende der Curve am Punkte 


P sein. 


Das Folgende recht verständlich zu machen, wollen wir einen stereometrischen Satz 
aussprechen, und sodann auf unsern Gegenstand beziehen. Es ist dieser: Legt man an eine 
Kugel zwei berührende Ebenen, die einander nicht parallel sind, und ziehet aus einem be- 
liebigen Punkte der Schnittlinuie dieser Ebenen zwei Verbindungslinien zu den beiden Berüh* 
rungspunkten, so bildet jene Schnittlinie mit der einen Verbindungslinie einen eben so gros- 
sen Winkel, wie mit der andern. Den Beweis dieses Satzes wollen wir mit seiner Anwen- 
dung auf die kleinere Kugel, die Curvenebene und die durch ZP und RR hindurchgehende 
berührende Ebene vereinigen, jedoch so, dass einige Hülfseonstructionen der Phantasie des. 
Lesers überlassen bleiben. Man lege durch das Centrum M und die Berührungspunkte F 
und @ eine Ebene; der Schnittpunkt dieser Ebene mit RR’ heisse U, und man ziehe MU. 
Dann wird diese Hülfsebene MFQU gegen RR’ lothrecht sein (denn die Hülfsebene enthält 
die auf der Curvenebene und der berührenden Ebene beziehungsweise lothrechten Radien 
MF, MQ, ist also lothrecht gegen diese beiden Ebenen, und mithin auch lothrecht gegen 
deren Schnittlinie RR’). Ferner wird sein A MFU = MQtT, daher UQ = UF. Ziehet man 
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nun aus einem beliebigen Punkte der RR’, es sei P, die beiden Geraden PF, PQ, so wird 
sein A PUF = PUQ, und also Z FPU = QPU. Hiefür können wir schreiben 
RER IOTE: 
Durch Anwendung desselben Satzes auf dieselben zwei Ebenen, aber die grössere Kugel, ist 
ZAEP Ri.’ QiRR) 
Nun sind aber die Winkel QPR und @’PR als Scheitelwinkel einander gleich, folglich auch 
ZSEPRI—=STE PR. 
So bildet also die Gerade, welche in der Curvenebene liegt, und die Curve in einem ihrer 
Punkte berührt, mit den beiden Brennstrahlen, die zu dem Berühruugspunkte gezogen wor- 
den, gleich grosse Winkel. Dieses erlaubt offenbar auch folgende Umkehrung: Ziehet man 
für einen Punkt P der Curve die Brennstrablen FP und F'P, dann in der Curvenebene durch 
P eine Gerade RPR’, welche mit jenen Brennstrahlen die gleichen Winkel FPR und FPR 
bildet (oder welche gegen die Halbirungslinie des Winkels FPF’ lothrecht ist), so ist diese 
Linie RR’ eine Berührende für den Punkt P; jede andre durch P in der Curvenebene ge- 
zogene unbegrenzte Gerade schneidet die Curve ausser in P noch in einem zweiten Punkte. 


Wir betrachten das hier Gefundne als die zweite Haupteigenschaft der Curve. 


a 


Man denke jetzt durch P eine gerade Linie parallel mit der Kegelaxe gelegt, so wird 
diese Linie die Berührungsebene GHIK unter rechten Winkeln in einem Punkte V treffen, 
Nun ziehe man in der Curvenebene durch P parallel mit der Curvenaxe AA’ die Gerade ss’, 
welche GH in S und GH’ in 9’ treffe. Dann werden die Dreiecke PVQ und AEB einander 
ähnlich sein, eben so die Dreiecke PVS und AED. Daher können wir schliessen 


PV PQ PV PS 
AE.F AB und auch IE En AD’ 
woher auch PQ:PS = AB:AD. | 
Indem wir statt PQ die gleiche Linie PF, statt AB die gleiche AF setzen, haben wir also 
an EN A AT: 


wo wir (s.$.5.) statt AF : AD auch setzen dürfen A’F: A’D’ oder AF': AD’ oder A’F:A'D. 
Auf analoge Weise lässt sich auch zeigen, dass 
PF:EPSN =AFSAD(—=-AF:AD u s w.). 

Die Linien GH und G’I haben also eine merkwürdige Eigenschaft, nämlich die, dass 
die Abstände eines Punktes P der Curve von dem Brennpunkte F und von der Linie GH, 
so wie auch die Abstände desselben Punktes von dem andern Brennpunkte F’ und der zuge- 
hörigen Linie GH’ ein constantes Verhältniss haben, der Punkt P liege in der Curve, 
wo er wolle. Dabei ist zu bemerken, dass die constante Zahl PF:PS = PF: PS klei- 

9) 
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Fig.1. 
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ner als 1 ist, indem man aus dem Dreiecke A’C’D’ siehet, dass A’C’ oder AF kleiner ist 
als A’D’ oder AD. Die Linien GH und GH’ kann man aber die Richtlinien, Leitli- 
nien, directrices der Ellipse nennen, da ihre Eigenschaft derjenigen der bekannten Directrix 


der Parabel analog ist. 
8 


Wir sehen das hier Gefundne als die dritte Haupteigenschaft unsrer Curve an. 


S. 10, 


Die Beschaffenheit der Kegelfläche und die Lage der schneidenden Curvenebene gegen 
dieselbe können durch Angabe der Seiten des Dreiecks ZAA” bestimmt werden, und bestim- 
men ihrerseits wieder die Beschaffenheit der Ellipse. Es kann daher verlangt werden, aus 
den bekannten Seiten jenes Dreiecks die Länge der wichtigsten Linien, welche bei einer 
Ellipse zu bemerken sind, -herzuleiten. 

Es werde gesetzt 

AAX—+-ZA-+-ZA ' 
S = —— ———— — = dem halben Umfange des A'ZAA, 


27 


so hat mıan, zu Folge der Sätze über den eingeschriebenen Kreis und die aussen- eingeschrie- 
henen Kreise an einem Dreiecke: 


AM + ZA—ZU 
a WR 0 Mies BRAD. VE 


2 


Für die Entfernung der beiden Brennpunkte von einander findet man daher 
FF = AY—2(S— ZA) = ZA — ZA. | 
Würde ZA = ZA’ angenommen, so würde FF’ den Werth O0 erhalten, die Brennpunkte 
wurden zusammenfallen, die Ellipse würde ein Kreis werden. 
Die halbe kleine Axe der Ellipse wird durch YuS 28,8 zZ ausgedrückt. 
Zur Berechnung der Linie AD dient die Gleichung aus 5. AF.AD=ATF.AD. 
Man hat aus derselben 
(S— ZA). (AV +-AD) = (S— ZA).AD, 
woraus sich entwickelt 
an S-7).AN _ Ar .aN 
ZA — ZA FF’ 
Indem man das Doppelte dieses Ausdrucks zu AA’ addirt, erhält man den Werth von 
DD’, und findet 
| AN. (2AF+FF) _ AN? 


DD = REN 
FF FF 


il 


Zu einem Zahlenbeispiel sei 


AA ZAN==Td, ZN, 
dann ist 5 9 ER SE rel u) a m FF = 4. 
Die halbe kleine Axe der Ellipse ist = Y5 = 23,256.... 
Endlich ist ADIERRDIRER 2, DD’: 


Nach den in diesen Zahlen gegebenen Verhältnissen sind die Figuren 1 u. 2. construirt. Doch 
ist die erste Figur nicht durchgreifend nach einer bestimmten Projeetionsart gezeichnet, son- 
dern auf eine solche Art, wie sie am meisten ihrem eigentlichen Zwecke zu entsprechen 
schien, nämlich dem Zwecke, der Phantasie, welche sich das Ganze im Raume vorstellen 
soll, so guf als möglich vorzuarbeiten, und derselben dies Geschäft zu erleichtern. Die in 
der Dreiecksebene ZAA’ liegenden Linien sind aber nach den obigen Zahlenverhältnissen ge- 


zeichnet. 


Sı.LE 


Jetzt wenden wir uns zu demjenigen Falle in Betreff der Lage der Curvenebene, wo Fig.3. 
diese einer durch Z gelegten Ebene, welche die Doppelkegelfläche in zwei Seitenlinien 
schneidet, parallel ist. Hier liegt das Dreieck ZAA ganz ausserhalb der Kegelflächen; von 
den beiden Kugeln mit den Mittelpunkten M und ‘M’ liegt die eine innerhalb der einen, -die 
andre innerhalb der andern Kegelfläche; die beiten Kreise, welche in der Dreiecksebene 
ZAA’ liegen, und Durchschnitte jener Kugeln darstellen, erscheinen beide als aussen - einge- 
schriebene Kreise für das Dreieck ZAA”. 

Stellt man nun Betrachtungen an, die denen von |. 5. und $.10. analog sind, und setzt 
dabei wieder 
AA’ + ZA + ZA 


Br s 
2 
so findet man 2B=20= S-—- ZA‘, 2B = ZU S- ZA, 
AB AF-AC-ATZS-—AA)/, 


ECZJAFZAR AHRENS, 

AATIBDBIZ.UL, 

FF=ZA + ZA. 

Bestimmt man die Punkte D und D/, dann E und EW auf ähnliche Weise, wie in $. 5., 
so hat man auch hier AE = A’F, AD = AD. Dann findet man ganz wie dort 
AF.AD=ATF.AD wd AF.AD—-AF.AD. 

Hiernach sind auch hier die Punkte F, A, D, A’ harmonische, und eben so die Punkte 
FOASD. A $ 


Auf analoge Weise wie in $. 10. findet man 


AF.AA 
AD’ = . AD — .—. 
y: N FF ; 
{ ı AA’? w 
dann DR. FF 


Es entstehen nun aber durch unsre Curvenebene eigentlich zwei Curven, eine in der 
einen Kegelfläche, welche die Kugel, deren Centrum M, einschliesst, und eine in der andern 
Kegelfläche, in welcher die Kugel mit dem Centrum M’ eingeschlossen ist. Diese beiden 
Curven sehen wir aber lieber als Zweige einer einzigen Curve an. Nehmen wir nun in 
dem zuerst angegebenen Zweige einen Punkt P, und leiten aus ihm mittelst einer Seitenlinie 
ZP der Doppelkegelfläche die Punkte @ und @ ganz auf analoge Weise ab, wie in $. 7. ge- 
schahe, so werden wir haben: 

PER/FZEBO, :\PEI='.P; PRe:PFE = lQ0 = BR, 
PF—- PF = AA. 

Für einen Punkt P im andern Zweige der Curve dagegen würde man haben 
PF—PF = AA. 


Hienach geben die aus den Punkten F und F’ an einen Punkt der Curve gezogenen 


oder 


Verbindungslinien immer eine constante Differenz. Definirt man nun eine Hyperbel als 
den geometrischen Ort eines solchen Punktes in einer Ebene, dessen Entfernungen von zwei 
festen Punkten derselben Ebene eine cons:*:te Differenz geben, so erhellt, die Curve sei in 
dem jetzt betrachteten Falle eine Hyperbel. Die Linie AA’ ist die Hauptaxe der Hyper- 
bel; die Benennungen Brennpunkte, Brennstrahlen finden ihre bekannte Anwendung auf die 
Punkte F und F und die Linien PF, PF. 

Die hier ermittelte Eigenschaft unsrer Curve ist dem in $. 7. Gefundnen analog. Auch 
die in $. 5 u. 9. gefundnen beiden Eigenschaften der Ellipse finden hier bei der Hyperbel ihre 
genau entsprechenden, die auch auf dieselbe Weise, wie jene, bewiesen werden könzen, nur 
ist in Bezug auf die dritte Haupteigenschaft zu bemerken, dass hier A’D’ oder AD immer 
kleiner als A’C’ oder AB, und dass also der Quotient PF : PS, welcher bei der Ellipse klei- 
uer als 1 war, hier grösser als 1 ist. 


3... 12, 


Endlich betrachten wir den Fall, wo die Curvenebene eine solche Lage hat, dass die 
mit ihr parallel durch Z gelegte Ebene die Doppelkegelfläche in einer Seitenlinie, esseiZA, 
berührt. Hier ist die Linie AA’ der ZA’ parallel, und unendlich gross, indem A’ in unendli- 
cher Entfernung verschwunden ist. Man kann zwar noch eine Kugel mit dem Centrum M 
construiren, welche die Linie ZA und die Parallelen ZA’, AA’ berührt, aber die andre Ku- 
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gel mit dem Centrum M’ ist nicht mehr construirbar; dieses Centrum kann auf gewisse Weise 
in unendlicher Entfernung von Z in der Axe XX’, und zwar eben so gut in der Hälfte ZX 
als in der ZX', und die Kugel selbst kann unendlich gross gedacht werden. Dieser Fall bil- 
det einen Uebergang von dem Falle der Ellipse zu dem der Hyperbel. 

Die dritte Haupteigenschaft der Ellipse ($. 9.) findet hier ihre leichte Anwendung. Man 
kann nämlich auch hier, wie in Fig. 1., die gerade Linie GH bestimmen; - dadurch erhält 
man aber ein gleichschenkliges Dreieck ABD, nämlich AB = AD, daher ist auch jedes- 


mal PF — PS, oder der constanste Quotient —— ist = 1. 


Die Curve heisst hier eine Parabel, F der Brennpunkt, GH die Richtlinie, Leit- 
linie, Directrix. | 

Die erste Haupteigenschaft der Ellipse ($. 7.) lässt sich, wie es scheint, nicht wohl auf 
die Parabel anwenden, da hier der Punkt F’ in unendlicher Entfernung liegt. 'Indessen ge- 
wisse Betrachtungen, von andern Grundlagen ausgehend, zeigen, dass hier diese erste Eigen- 
schaft als mit der eben bewiesenen dritten zusammenfallend angesehen werden kann. 

Was die zweite Haupteigenschaft der Ellipse ($. 8.) betrifft, so findet dieselbe auch bei 
der Parabel Statt, wenn man nur, da F’ in unendliche Entfernung gerückt ist, statt der Li- 
nie PF’ eine Gerade aus P ziehet, welche der Axe AA’ parallel ist. Denn es ist klar, dass 
diese Eigenschaft dem Uebergangsfalle zwischen der Ellipse und der Hyperbel nicht fehlen 
könne, da sie sowohl der Ellipse als der Hyperbel zukommt. 


gig: 


Die Wurzel der ganzen Geometrie ist die Anschauung von Raumgebilden. Freilich 
ist reingeistige Anschauung durch die Kraft der Phantasie die Hauptsache. Aber diese gei- 
stige Anschauung will durch äussere, sinnliche Anschauung von wirklichen Raumgestalten ge- 
weckt sein, und selbst einem in der Wissenschaft schon weit vorgerückten Geiste bleibt 
eine solche sinnliche Anschauung immer noch ein unter Umständen unentbehrliches Hülfs- 
mittel, namentlich, wo es sich um verwickeltere Gebilde handelt. Diese Wahrheiten müs- 
sen besonders bei dem Unterrichte in der Stereometrie, dies Wort in seinem weitern Sinne 
genommen, sehr beachtet werden; es ist in diesem Theile der Geometrie überaus zweckmäs- 
sig, zum Theil nothwendig, zusammengesetztere oder im Geiste durch Phantasie schwierig 
zu erzeugende Raumgestalten dem Schüler in Modellen und Apparaten zur wirklichen An- 
schauung vorzulegen. Es gilt dieses auch in Bezug auf die Entstehung der Kegelschnitte 
aus dem Kegel. Man begnügt sich aber gewöhnlich, etwa drei Kegel aus Holz verfertigen, 
und jeden in einer ebenen Fläche zerschneiden zu lassen, so dass der eine eine Ellipse, der 
andre eine Parabel, der dritte eine Hyperbel, oder eigentlich nur einen Zweig einer Hyper- 
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bel, darhietet. Aber gewähren auch diese Apparate ohne Zweifel einigen Nutzen, so tragen 
sie doch unmittelbar höchst wenig zur Begründung und Versinnlichung der Haupteigenschaf- 
ten der Kegelschnitte bei, namentlich nichts im Betreff derjenigen Eigenschaften, welche 
oben in den $$.7. 8 u. 9. für die Ellipse hergeleitet wurden. Es ist aber nicht schwer, einen 
Apparat anzugeben, welcher die Beweise dieser drei Eigenschaften, wenn auch zunächst nur 
für die Ellipse, klar vor Augen legt. Die Hauptbestandtheile eines solchen Apparates bilden 
zwei ungleiche hölzerne Kugeln, ein Messingblech, welches die eine Kugel von der einen, 
die andre von der andern Seite berührt und die Curvenebene darstellt, dann Messingdrähte 
zur Darstellung mehrer Seitenlirien (wie ZBB’, ZCC’, ZQQ), ferner ein Messingblech zur 
Darstellung der Ebene GHIK, welches an das vorhin genannte Messingblech bei GH ange- 
löthet wird, bis zur kleineren Kugel sich erstreckt, und am besten durchbrochen wird, damit 
man einige Punkte und Linien der Curvenebene besser sehen könne, endlich wohl noch kleine 
Messingdrähte oder Bleche zur Darstellung der Linien PV und AE. Von der grösseren 
Kugel ist übrigens das Segment ganz hinreichend, welches der Spitze des Kegels zugekehrt 
und in Fig. 1. dargestellt ist. Man kann dasselbe mit einer Unterlage, weiche ein recht- 
winkliges Parallelepipedum von geringer Dicke bildet, aus einem Stücke arbeiten lassen; in 
dieser Unterlage kann auch die Linie @H’ dadurch bezeichnet werden, dass man da, wo sie 
hintrifft, das die Curvenebene darstellende Messingblech mit Schrauben oder Stiften befe- 
stigt; auch kann man in der Unterlage einige kleine Vertiefungen dicht an dem das Kugel-- 
segment begrenzenden Kreise, da wo die Punkte B/, C’, @’ liegen, anbringen, welche die En- 
den der die Seitenlinien der Kegelfiäche darstellenden Drähte aufnehmen. Um dem ganzen 
Apparate mehr Halt zu geben, kann ein etwas starker Messingdraht die Stelle der Axe ZX 
vertreten, die kleinere Kugel als Durchmesser durchbohren, und in dem Segmente der grüs- 
sern Kugel befestigt sein. Um die Messingdrähte, welche Seitenlinien des Kegels darstellen, 
in der Gegend der Spitze Z fest zusammenzuhalten dient etwa ein metallenes Knöpfehen oder 
eine kleine runde Platte mit einigen Löchern durehbohrt, durch welche sich die Enden der 
Drähte kindurchsteeken lassen. Freilich bildet sich dadurch kein mathematischer Punkt als 
Spitze; die Phantasie wird aber diese und die übrigen Unvollkommenheiten des Apparats 
leicht verbessern, so wie dieselbe sich auch die Kegelfläche selbst wird zu erzeugen haben, 
ein Geschäft, zu dessen Erleichterung man ausser den Seitenlinien ZB’, ZU’, ZQ/, noch einige 
andre an passenden Stellen durch Messingdrähte andeuten möge. Der ganze Apparat kann 
so eingerichtet werden, dass er sieh bequem aus einander nehmen, und wieder zusammen- 
setzen lässt. 

Es wäre nicht schwer, einen analogen Apparat zur Darstellung der Parabel anzugeben. 
Ein solcher ist aber ziemlich überflüssig. Etwas umständlicher möchte die Herstellung eines 
ähnlichen Apparats für die Hyperbel sein; inzwischen ist auch ein solcher wohl ziemlich ent- 
behrlich, da das, was er zeigen würde, schon bei dem Fllipsen-Apparate sein Analoges findet. 
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Ich habe einen Apparat der eben beschriebenen Art für die Ellipse anfertigen lassen, 
bei welchem die Annahme: AA’= 6, ZA = 4, ZA’ = 8 zu Grunde gelegt ist ($. 10.) Die 
Länge der Linien in: demselben ist durchgängig das Doppelte der entsprechenden Linien in 


den Figuren 1 u. %. 


S. 14, 

Eine Cylinderfläche kann als eine Kegelfläche betrachtet werden, deren Spitze in un- 
endlicher Entfernung liegt. Denkt man in Fig. 1. die eine der beiden Kugeln von unverän- 
derlicher Grösse, ‚die Spitze Z des Kegels aber in. unendliche Entfernung übergehend, so 
werden die Seitenlinien alle der Axe ZX parallel, die Kegelfiäche wird eine Cylinderfläche, 
die andre Kugel wird der ersten gleich. Die Schnitteurve in der die beiden Kugeln berüh- 
renden ebenen Fläche hört aber dabei nicht auf eine Ellipse zu sein; die beiden Punkte, in 
denen sie die Kugeln berührt, bleiben die Brennpunkte u. s. w., kurz die in den $$. 7, 8, 9. 
bewiesenen Haupteigenschaften finden auch hier ihre Anwendung, ja ihre Beweise werden 
in einigen Punkten noch einfacher, da z. B. AE mit AB, A’E’ mit A’C’ zusammenfällt, so 
dass A ABD =Z A’CD', da ferner PV mit P@ zusammenfällt u. s. w. 


In den Annales de Mathematiques, Tome XX., findet sich ein Aufsatz von Ampere, 
überschrieben: Demonstration elementaire du principe de la graviation universelle. Hier hat Amı- 
pere die erste und zweite Eigenschaft ($. 7 u. 8.) für die Ellipse bewiesen, indem er diese 
als Schnittlinie einer Ebene und eines Cylinders betrachtet. Er bedient sich aber nur einer 
Kugel, wodurch die Sache weniger einfach wird; dabei erhält er nur einen Brennpunkt, und 
statt der ersten Jlaupteigenschaft muss er eine andere davon einfach abhängige beweisen, 
nämlich die, dass die Verbindungslinien zwischen einem Brennpunkte und den Endpunkten 
eines Ellipsen-Durchmessers eine constante Summe geben. Die dritte Eigenschaft ($. 10.) 
fehlt ganz. Der Lectüre dieses Aufsatzes verdanke ich aber den Grundgedanken zu den hier 
gegebenen die Kegelfläche betreffenden und alle drei Arten von Kegelschnitten umfassenden 
Betrachtungen. Später fand ich'im töten Bande derseiben Ann. de Math. einen Aufsatz, der 
für diesen Gegenstand noch einen umfassendern Gesichtspunkt darbietet. Derselbe ist über- 
schrieben: Recherches nowvelles sur les Sections du cöne et sur les hexagones inscrits et circonscrits 
a ces sections. In demselben giebt Gergonne einen Auszug aus einer fir den dritten Band 
der Mem. de lacad. roy. des sciences de Bruxelles bestimmten Abhandlung, deren Verf. Dande- 
lin ist, Ob die Abhandlung sich wirklich in den Schriften der Brüsseler Akademie befindet, 
weiss ich nicht. Dandelin betrachtet darin die Schnitte einer Ebene und eines Hyperbo- 
loids a une nappe. Ein solches Hyperboloid entstehet, wenn man sich eine gerade Linie in 
einer festen Verbindung mit einer zweiten, dann aber, ohne Störung dieser Verbindung, sich 
im Raume um diese zweite Linie, ‘als Umdrehungsaxe, ganz herumdrehend denkt, und ist 
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der Inbegriff der unendlich vielen Lagen, welche jene sich umdrehende gerade Linie dabei 
annimmt. Dieses Hyperboloid wird eine Kegelfläche, wenn die beiden Geraden einen Punkt 
gemein haben; eine Cylinderfläche, wenn die eine der andern parallel'ist. Die Begründung, 
welche Dandelin den Eigenschaften der ebenfalls Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln dar- 
stellenden Schnittlinien des Hyperboloids und einer Ebene unterlegt, ist der oben in Bezug 
auf die Kegelfläche angewandten entsprechend. Dandelin wendet auch zwei Kugeln, nicht 
bloss eine wie Ampere, an. Er beweiset nur die erste Haupteigenschaft der Schnitteurve 
($. 7.), die zweite und dritte ($. 5 u. 9.) berührt er nicht. Dann benutzt er aber diese Be- 
trachtungen weiter, unter andern zur Begründung interessanter Sätze über Sechsecke, welche 
Kegelschnitten eingeschrieben oder umschrieben sind, namentlich der bekannten Sätze von 
Pascal und Brianchon. 


s# 15, 


Im Früheren ist eigent'ich nur bewiesen, dass jeder Kegelschnitt eine Ellipse oder Hy- 
perbel oder Parabel sei, nicht aber das Umgekehrte, dass jede Ellipse, jede Hyperbel, jede 
Parabel als aus einem Kegel durch das Schneiden mit einer Ebene entstanden gedacht wer- 
den kann. Dieses kann man aber leicht aus der Auflösung folgender Aufgabe einsehen: „Es 
ist eine Ellipse oder eine Hyperbel oder eine Parabel gegeben; man soll eine Kegelfläche 
angeben, welche in der Ebene der Curve diese hervorbringe.“ Diese Aufgabe ist eine unbe- 
stimmte, denn es können immer unendlich viele Kegelflächen gefunden werden, welche zur 
Hervorbringung einer solchen bestimmten Curve dienen. - Die Auflösung geschiehet für die 
Ellipse und Hyperbel so: Man lege durch die Axe der Curve eine Ebene, lothrecht gegen 
die Ebene derselben, so ist dieses die Ebene des Dreiecks ZAA’”, Nun ziehe man in dieser 
Dreiecksebene durch den Scheitelpunkt A eine beliebige Gerade AY, und beschreibe zwei 
Kreise, welche diese Gerade und auch, beziehungsweise in den gegebenen Brennpunkten F und 
F, die Axe AA’ berühren. Dann ziehe man die Linie MM’ durch die Mittelpunkte der 
Kreise, so ist diese Linie die Axe des Kegels, und bildet mit der durch A gezogenen Linie 
AY den Winkel XZY, der die Kegelfläche erzeugt. Auch für die Parabel ist die Auflösung 
der Aufgabe ganz leicht. 

Man erhebt die Aufgabe zu einer bestimmten, wenn man eine Bedingung hinzufügt. 
Am wichtigsten ist die Hinzufügung der Bedingung, dass die Kegelfläche eine gegebene 
(von gegebenem Winkel XZY) sei. Betrachten wir zunächst nur den Fall, wo die gegebene 
Curve eine Ellipse ist, so kommt die Aufgabe darauf hinaus, das Dreieck ZAA” zu con- 
struiren, wenn dafür der Winkel AZA = YZW = .2XZY, die gegenüberliegende Seite AA’ 
und die Differenz der andern Seiten, nämlich ZA’ — ZA = FF (se. $. 10.) gegeben ist. Die 
Auflösung geschiehet folgendermassen. Auf einen Schenkel ZW des gegebenen Winkels 
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trage man ZN = FF’ aufz die Nebenwinkel des gegebenen Winkels halbire man durch eine 
unbegrenzte Gerade. Aus N beschreibe man mit einem Radius = AA’ einen Kreis, der jene 
Halbirungslinie in T und t schneide, und verbinde diese Punkte mit N. Dann ziehe man 
aus T eine Gerade TA parallel mit ZN, so ergiebt sich dadurch der eine Scheitelpunkt A 
der Ellipse in ZY. Eine aus A mit TN parallel gezogene Gerade bestimmt sodann die Lage 
der Axe AA’. Denn ziehet man aus A eine Linie AU parallel mit der Halbirungslinie der 
Nebenwinkel von YZW, so wird AAUA’— TZN, also AA’= TN hat die gegebene Länge; 
dann ist auch ZA — ZA = UTA’= ZN = der gegebenen FF. Der zweite Schnittpunkt t 
fiihrt bei ähnlicher Benutzung auf eine Linie aa’ im Scheitelwinkel von YZW, und giebt für 
die entgegengesetzte Kegelfläche den entsprechenden Schnitt. 
Für den Fall einer Hyperbel kommt man auf die Aufgabe zurück: Das Dreieck ZAA’ 
zu construiren, wenn dafür der Winkel AZA’= 1800 — YZW, die Seite AA’ und die Sunıme 
ZA + ZA’—= FF gegeben ist. Die Construction geschiehet so. Auf einen Schenkel des 
Nebenwinkels von YZW, etwa ZW’, trage man ZN = FF. Den Winkel YZW’ halbire 
man durch eine Gerade; aus N beschreibe man mit einem Radius —= AA’ einen Kreis, wel- 
cher die Halbirungslinie des Winkels YZW’ in T und t schneide. Aus T ziehe man nun 
TA parallel ZW, dann aus A die Linie AA’ parallel TN, so hat man durch die Lage ven 
AA’ die Lage der schneidenden Curvenebene bestimmt. Bei ähnlicher Benutzung des Punk- 
tes t bekommt man eine zweite Linie aa’, welche ebenfalls eine zur Auflösung dienende Lage 


einer Ebene bestimmt. 
Wir halten uns bei der sehr leichten Auflösung der Aufgabe für den Fall der Parabel 


nicht auf. 


& Die. 

Es könnte noch gefragt werden, ob nicht, wenn die Curve eine Hyperbel ist, eine ein- 
fache Beziehung zwischen den Asymptoten der Hyperbel und der Kegelfläche Statt finden 
sollte. Die Antwort ist: Man lege durch die Spitze Z der Doppelkegelfläche eine Ebene, 
parallel der Curvenebene; an den beiden Seitenlinien, in denen die Kegelflächen durch diese 
Hülfsebene geschnitten werden, lege man Ebenen, welche die Kegelilächen berühren; diese 
Ebenen werden die Curvenebene schneiden; die beiden Schnittlinien werden die Asymptoten 
der Hyperbel sein. Der Beweis ist leicht. Mittelst der Theorie’ harmonischer Punkte und 


Linien (Mein Lehrbuch d. Geom. $. 289 u. $. 272.) kann man beweisen, dass die beiden die 


Kegelflächen berührenden Ebenen durch den Mittelpunkt der Axe AA’ hindurchgehen wer- 


den. Wir verweilen hiebei nicht, da das Ganze sehr bekannt sein möchte, 


— Ze 


Fig. 


or 
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IL 


Ueber die elementargeometrische Behandlung der Linien der 
zweiten Ordnung, ohne Anwendung des Kegels. 


Sch 


. Der: Entwicklung der Eigenschaften der Ellipse, Hyperbel und Parabel können sehr ver- 
schiedene Definitionen dieser Curven zu Grunde gelegt werden. Dieses ist der Hauptgrund 
davon, dass. die Lehre von diesen Curven.in verschiedenen Büchern auf so sehr verschiedene 
Weise behandelt wird. . Ich glaube in dieser Hinsicht folgende Hauptmethoden auszeichnen 
zu dürfen: 1) Will man das Ganze sogleich aus einem höhern Standpunkte nach analytischer 
Methode betrachten, so kann man von der. allgemeinen algebraischen Gleichung vom zweiten 
Grade, zwischen zwei Veränderlichen ausgehen, und die genannten Curven durch ihre aus 
den Coefficienten in dieser Gleichung geschöpften Bedingungsgleichungen characterisiren. So 
vorzüglich diese Methode in rein wissenschaftlicher Hinsicht auch sein mag, so scheint sie 
doch für den Elementarunterricht nicht unbedingt empfohlen werden zu können. 2) Man 
kann diese Curven als Schnittlinien eines Kegels und einer Ebene definiren, und ihre wei- 
teren Eigenschaften dann entweder geometrisch ableiten, wie in Bezug auf einige wenige 
der Haupteigenschaften im Vorigen versucht wurde, oder durch Rechnung, wie es z. B. in 
Biot’s analytischer Geometrie geschiehet. 3) Man kann für die Ellipse die Eigenschaft der | 
constanten Summe der Brennstrahlen eines Punktes, für die Hyperbel die Eigenschaft der 
constanten Differenz solcher Brennstrahlen, für die Parabel die Eigenschaft der gleichen Ab- 
stände eines jeden Punkts der Curve vom Brennpunkte und von der Directrix zur Grundlage 
wählen. 4) Man kann von der Eigenschaft ausgehen, dass es für jeden Brennpunkt einer 
solchen Curve eine zugehörige gerade Linie giebt, von der Beschaffenheit, dass die Entfer- 
nungen eines Punktes der Curve vom Brennpunkte und von der geraden Linie ein constantes 
Verhältniss geben. (Siehe IL. $. 10.) Diese Methode wird, auf dem Wege der Rechnung, in 
P. A. Hamilton’s System der Kegelschnitte, übers. von Benckendorff (Berlin, 1828). 
befolgt, möchte aber nicht sehr zu empfehlen sein. 5) Man kann endlich diese Curven als 
geometrische Orte der Mittelpunkte von Kreisen betrachten, welche einen gegebenen Punkt 
und einen gegebenen Kreis, oder, was die Parabel betrifft, einen Punkt und eine gerade Li- 
nie berühren sollen. Diese Methode scheint sich besonders für die geometrische Behandlung 
sehr zu empfehlen, in so fern sich in derselben die Lehre von jenen Curven sehr nett an 
die sonstigen Elemente der Geometrie, und zwar namentlich an die übrigen Berührungsauf- 
gaben anschliesst; auck ist diese Ansicht unsrer Curven innig mit der unter 3, angegebenen 
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verwandt, so dass sich von der einen höchst leicht zu der andern übergehen lässt. Mit’ die- 
ser Methode hat sich schon Herr Katzfey in dem Programme des Gymnasiums zu Münster- 
eifei vom Jahre 1826 beschäftigt; auch in den folgenden Blättern soll sie, aber unabhängig 
von diesem Vorgänger, angewandt werden. Noch bemerke ich, dass diese Ansicht auch eine 
Erweiterung zulässt, indem man statt des gegebenen Punktes einen gegebenen Kreis anwen- 
det, und erwähne, dass Herr Prof. Horner in Zach’s Correspondance astronomique &c. T. 4. 
(1820) p. 440. jene Curven als Orte des Mittelpunkts eines Kreises betrachtet hat, der zwei 
gegebene und einander berührende Kreise, oder (in Hinsicht der Parabel) eine gerade Linie 
und einen dieselbe berührenden Kreis berühit. Ä 


= 


2 

Die Aufgabe: „In einer Ebene einen Kreis zu beschreiben, welcher einen gegebenen Fig. 6. 
Kreis, dessen Centrum F’, dessen Radius — F’a sei, und einen innerhalb desselben liegen- 
den Punkt F berühre,“ ist offenbar eine unbestimmte. Jeder auflösende Kreis muss sein 
Centrum M innerhalb des gegebenen Kreises (F’) haben, und berührt er denselben in G, so 
muss sein FM = GM, dann 

j FM +- FM=GM -+- FM=FG- demRadius des Kreises (F). 

Der geometrische Ort des Punktes M hat also die Eigenschaft, dass die Summe der Linien 
FM und F'M constant ist. Man nennt denselben eine Ellipse. Die Punkte F, F’ sind lie 
Brennpunkte, die Linien FM, F'M die Brennstrahlen des Punktes M. 

Es werde durch F der Durchmesser aFF’b und senkrecht dagegen die Sehne cd gezo- 
gen; dann denke man den Punkt G nach einander in den Lagen a, b, c, d, und leite dar- 
aus nach der Reihe die Punkte A, B, C, D der Ellipse ab, so erhält man dadurch die grosse 
Axe (Focalaxe, Hauptaxe) AB, und die kleine Axe (Queraxe) CD. Diese Axen halbiren 
einander in O, dem Mittelpunkte von FF’, unter rechten Winkeln, und es ist 

V0A-OB=EF=-FC=FD=FD = Radius von (F’). 

Man beschreibe einen zweiten Kreis (F) aus dem Centrum F mit einem Radius gleich Fig. 
dem Radius des Kreises (F’), verlängere FM, bis die Verlängerung den Kreis (F) in @ schnei- 
det, so hat man auch FM —= GM, ferner F’G parallel FG. 

Wären die Punkte F und F’ gegeben, und die Curve als geometrischer Ort des Punktes 
M construirt, für welchen FM -+- FM eine constante Summe — AB giebt, so könnte man 
die beiden Kreise (F’) und (F) beschreiben, jeden mit einem Radius — AB, und nun auch 
die Curve als geometrischen Ort des Mittelpunkts eines Kreises betrachten, der entweder 
den Punkt F und den Kreis (F’) oder den Punkt F und den Kreis (F) berührt. Hienach 
kann man also die Ellipse auf doppelte Weise definiren; entweder als den Ort des Mittel- 
punkts eines Kreises, der in einer Ebene einen gegebenen Kreis und einen innerhalb dessel- 

z« 
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Fig. 8. 
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ben liegenden Punkt berührt, oder als den Ort eines Punktes in einer Ebene, dessen Ab- 
stände von zwei festen Punkten in dieser Ebene eine constante Summe geben. 

Die beiden Kreise (F’) und (F) mögen die Richtkreise der Ellipse heissen. 

Wird eine Linie durch F gezogen, welche den Richtkreis (F’) in G und g schneidet, 
so führen diese Punkte zu zwei Punkten M und m der Ellipse, welche einen Durchmesser 
Mm begrenzen. 


Sn 


Auf ähnliche Art ist auch die Aufgabe: „Einen Kreis zu beschreiben, der einen gegebe- 
nen Kreis (F’) und einen ausserhalb desselben liegenden Punkt F berührt,“ eine unbe- 
stimmte. Es giebt hier auflösende Kreise, welche den Kreis (F’) von aussen berühren, an- 
dre, die ihn einschliessen und berühren. Für den Mittelpunkt M eines auflösenden Kreises 


der ersten Art ist 


(I) FM — FM = dem Radius von (F'); 
für einen Punkt M eines auflösenden Kreises der zweiten Art dagegen 
(II) FM — FM = dem Radius von (F). 


So begründet man den Begriff und zugleich eine Eigenschaft der Hyperbel. Die Gleichun- 
gen (X) und (II) untercheiden die beiden Zweige derselben. Wir halten uns bei dem Uebri- 
gen, was dem in $. 2. Gesagten analog sein würde, nicht auf, ausser bei der Art, wie man 
die Asymptoten der Hyperbel mit der gegebenen Erklärung in Verbindung setzt. 

Man ziehe aus F die Berührenden Fe und Fd an den Kreis (F'), dann ziehe man für 
diese Berührenden die Halbirungslothe CC’ und DD’, welche sich im Mittelpunkte O von FF’ 
schneiden werden, so sind diese beiden Halbirungslothe die Asymptoten der Hyperbel. 

Für einen Punkt G (analog dem Punkte G in $. 2.) in dem kleineren Bogen cad des 
Kreises (F’) erhält man einen Auflösungskreis, der den (F’) von aussen berührt, und für sei- 
nen Mittelpunkt gilt die Gleichung (I); für einen Punkt G im grössern Bogen chbd dagegen 
findet sich ein Auflösungskreis, für dessen Mittelpunkt die Gleichung (H) gilt. Die Punkte 
des Bogens cad führen also zu dem einen, die Punkte des Bogens chd zum andern Zweige 
der Hyperbhel. 

Die aus F nach c gezogene Berührende kann selbst als ein auflösender Kreis mit un- 
endlich grossem Radius betrachtet werden; ebenso die Berührende Fd; die Mittelpunkte die- 
ser Kreise, welche also zur Curve gehören, sind als Punkte der Asymptoten, aber in un- 
endlicher Entfernung nach € oder C’, und nach D oder D’ zu liegend zu denken. 


S. 4, 
Man denke bei der Ellipse den Punkt F fest, den F’ aber in der Linie FF’ ins Unend- 
liche rückend, den Radius des Kreises (F’) aber zugleich immer in der Art wachsend, dass 
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dieser Kreis immer durch den Punkt a gehe; dann wird endlich der Kreis zu einer geraden 
Linie Uu, die Linie GF’ der FF’ parallel werden, und, wie sonst, die Gleichung FM = GM 
‚gelten. So gelangt man zur Parabel, als einem Grenzzustande der Ellipse. Dieselbe lässt 
sich aber ebenso als ein Grenzzustand der Hyperbel ansehen. Die Definition ist entweder: 
„Eine Parabel ist der Ort eines Punktes in einer Ebene, dessen Entfernungen von einem fe- 
sten Punkte F und einer festen Linie Uu, beide in dieser Ebene, einander gleich sind;“ oder: 
„Eine Parabel ist der geometrische Ort des Mittelpunkts eines Kreises, der einen Punkt und 
eine gerade Linie berührt.“ 

Die Linie Uu heisse die Richtlinie (Leitlinie, Directrix) der Parabel. Da sie dem 
Kreise (F’) für die Ellipse und Hyperbel entsprechend ist, so rechtfertigt sich die Benen- 
nung Richtkreise, welche wir in $. 2. einführten. Es ist merkwürdig, dass die Richtlinie 
der Parabel bei der Ellipse und der Parabel zweierlei entsprechende Dinge hat; nämlich aus- 
ser diesen Richtkreisen auch die geraden Richtlinien, von denen in I. $. 8. die Rede war. 

Der Punkt A ist der Scheitelpunkt; die durch A und den Brennpunkt F gehende 
Gerade die Axe der Parabel. Eine durch den Scheitelpunkt lothrecht gegen die Axe gezo- 
gene Gerade kann das Scheitelloth heissen. 


%. 3. 


Eine Ellipse oder eine Hiyperbel in einer Ebene ist bestimmt, wenn die Länge und 
Lage der Hauptaxe AB und die Lage der Brennpunkte F, F’ in dieser Axe gegeben sind; 
eine Parabel ist bestimmt, sobald die Richtlinie Uu und der Brennpunkt F gegeben sind. 
Folgende Aufgabe nun ist von Wichtigkeit: „Eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist durch 
diese Bestimnungsstücke bestimmt, aber nicht selbst gezeichnet, man soll direct, und ohne 
Zeichnung der Curve selbst, die Punkte einer ihrer Lage nach gegebenen Geraden RS be- 
stimmen, welche diese Gerade mit der Curve gemein hat.“ 

Wir gelangen zunächst für die Ellipse leicht zu der Auflösung dieser Aufgabe unter 
Benutzung eines der beiden Richtkreise, z. B. des (F}). Ein Punkt M der Geraden RS werde 
als ein auflösender Punkt angesehen, so muss ein Kreis mit dem Centrum M und dem Ra- 
dius MF den Kreis (F’) berühren. Man fälle aus F ein Loth Fp auf RS, und verlängere 
dasselbe, bis es den Kreis (M) in einem Punkte q trifft, so muss pq = Fp sein. Hiedurch 
ist der Punkt q gegeben. Der Kreis (M) gehet also durch die beiden gegebenen Punkte F 
und q und berührt den Kreis (F'). Sonach kommt unsre Aufgabe auf die Apoilonische Be- 
rührungsaufgabe zurück: „Einen Kreis zu beschreiben, der durch zwei gegebene Punkte hin- 
durchgehe und einen gegebenen Kreis berühre.“ Wählen wir zur Auflösung dieser Aufgabe 
die netteste Methode (8. mein Lehrbuch der Geometrie I. dritte Aufiösung.), so bekommen 
wir zuletzt folgende Vorschrift zur Auflösung der obigen Aufgabe: Aus zwei beliebigen Punk- 


Fig.10. 
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ten # und w der Geraden RS beschreibe man zwei Kreise auf die Weise, dass jeder durch 
den Punkt F-hindurch gehe. Diese werden einander auch in q schneiden. Der eine treffe 
aber den Kreis (F') in D und E, der andre thue dies in D’ und E. Man ziehe nun die 
Geraden DE und D’E', welche einander in Z schneiden mögen. (Auch die Gerade Fp würde 
diesen Punkt treffen; einer der beiden Kreise (x) und (pw) könnte also erspart werden; aber 
die Anwendung dieser beiden Kreise scheint besser, als die Anwendung nur des einen und 
des Lothes Fp). Ueber F’Z als Durchmesser beschreibe man hierauf einen Kreis, welcher 
den (#”) in G@ und G, schneide, dann ziehe man FG und F'G,, so sind die Schnittpunkte 
M und M, dieser beiden Linien mit RS die gesuchten Punkte, welche die Ellipse mit der 
Geraden RS gemein hat. ? 


Für die Hyperbel geschiehet die Auflösung der obigen Aufgabe ganz auf ähnliche 


‚. Weise. Bei derselben Untersuchung für die Parabel kommt man aber auf die Aufgabe zu 


rück: „Es sind zwei Punkte gegeben und eine gerade Linie; man soll einen Kreis beschrei- 
ben, der durch die Punkte hindurchgehe, und die gerade Linie berühre.* Die Vorschrift 
zur Construction lautet so: Aus zwei Punkten x und w der Geraden RS beschreibe man zwei 
Kreise, jeden durch F. Diese schneiden einander ausser in F noch in einem zweiten Punkte 
q. Man ziehe Fq. Der Schnittpunkt dieser Linie mit Uu sei Z. An den einen der Kreise 
(#) oder (W) ziehe man aus Z eine Berührende ZK, und mache in Uu Z6 = 2G, = ZK, 
dann errichte man gegen Uu aus @ und G, die Lothe GM und G,M,, so sind die Punkte 
M und M,, in denen diese Lothe die RS treffen, die gesuchten Punkte. 

In den Ann. de Math. T. VII. p. 304. giebt Coste eine Auflösung der obigen Aufgabe, 
die aber weitläufig und ohne sonderlichen Werth ist. Für die Hyperbel hat Dandelin die 
Aufgabe in der Correspondance sur Tecole polytechnique. III. p. 203. unter Benutzung der Asyn- 
ptoten gelöset. — Es mag noch bemerkt werden, dass die obige Auflösung für die Ellipse und 
Hyperbel auch ganz einfach zur Auflösung der Aufgabe führt: Fin Dreieck zu construiren, 
wenn eine Seite, die Summe oder Differenz der beiden andern Seiten und das zur ersteu 


gegebenen Seite aus dem gegenüberliegenden Eckpunkte gefällte Loth gegeben ist. 


S. 6. 


Die eben gelösete Aufgabe ist in Bezug auf weitre Betrachtungen und Resultate, welche 


daraus herfliessen, von Wichtigkeit. Wenn bei der Fun 


Hyperbelt der Punkt q eben so wie F 


le} des Kreises (F’) liegt, so erhält man zwei Punkte M; liegt q in der Peripherie 


des Kreises (F’), so fallen auch die Punkte Z, G und G, in diesen Punkt g; und man er- 


hält nur ‘einen Punkt M; fällt endlich q ag des Kreises (F’), so findet man keinen 
Schnittpunkt der RS und: der Curve. | | | 
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Wenn bei der Parabel der Punkt q von Uu aus mit F in derselben Ebenenhälfte liegt, 
so bekommt man zwei Punkte M; wenn q in Uu liegt, so fallen auch die Punkte Z, G und 
G, in diesen Punkt, und man erhält nur einen Punkt M; wenn endlich q über Uu hinaus 
liegt, so bekommt man keinen Punkt M. 

So findet sich: Eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel kann von einer Geraden nicht ir 
mehr als zwei Punkten geschnitten werden. 

In denjenigen Fällen, wo q in der Peripherie von (F’) oder in der Richtlinie Uu liegt, 
und G mit ihm zusammenfällt, wo also nur ein Punkt M gefunden wird; liegt die Linie RS 
so, dass sie den Winkel FMq oder FMG halbirt. Umgekehrt, wenn RS durch einen Punkt 
M der Curve so hindurchgehet, dass der Winkel FMG halbirt wird, so liegt q im Punkte & 
in der Peripherie von (F)), RS hat nur diesen Punkt M mit der Curve gemein; von jeder 
andern Geraden, die durch M gezogen wird, kann man dagegen, wieder unter Anwendung 
der in $. 5. gelöseten Aufgabe, leicht zeigen, dass sie ausser M noch einen zweiten Punkt 
mit der’Curve gemein haben muss. Die Linie, welche den Winkel FMG halbirt, ist eine 
Berührende der Curve. 

Giebt man, für den Fall einer Hyperbel, der Linie RS eine solche Lage, dass sie einer 
Asymptote, etwa der CC’ in Fig. 3., parallel ist, so erhält man, weil CC’ gegen Fe lothrecht 
ist, einen Punkt q, welcher in Fe liegt, der eine auflösende Kreis, es sei (M,), gehet in 
die Berührende Fe über, und der zugehörige Punkt M, der Hyperbel liegt in RS in unend- 
licher Entfernung; der andre aufiösende Kreis (M) dagegen giebt einen wirklichen Schnitt- 
punkt von RS und der Hyperbel. Wenn endlich RS in die Lage einer Asymptote, etwa CC’ 
selbst üibergehet, so fällt q in c, und beide auflösende Kreise (M) und (M,) haben ihre Mit- 
telpunkte in unendlicher Entfernung. So kann jede Asymptote als eine Gerade angesehen 
werden, die mit der Hyperbel zwei unendlich weit entfernte Punkte gemein hat. 


3 

Die Ellipse kann unter andern auf folgende Weise construirt werden, wenn die grosse 
Axe und die Breunpunkte gegeben sind. Man beschreibe aus den Brennpunkten die Richt- 
kreise (F’) und (F), und aus dem Mittelpunkte O über der Hauptaxe AB als Durchmesser 
einen dritten Hülfskreis (O), welcher der Mittelpunktskreis heissen könnte. Man ziehe 
durch F und F’ in beliebiger Richtung, aber mit einander parallel, zwei Gerade. Die durch 
F gezogene Gerade schneide den Kreis (F’) in G und g, den Kreis (O) inKundk; die 
durch F’ gezogene treffe den Kreis (F) in @ und g’ und den (O) in K’ und kK. Dann ziehe 
man die Geraden FG,Fg, FG, Fg, KK, kk; so sind die Schnittpunkte von FG’ mit FG 
und von Fg’ mit F'g zwei Punkte der Ellipse, und die Linien KK’, kk’ sind die Berühren- 
den der Ellipse für diese Punkte. Indem man auf diese Weise so viele Punkte und Berüh- 
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rende der Ellipse bestimmen kann, wie man will, erhält man die Ellipse mit Bequenlichkeit 
und Genauigkeit. ' 

Eine ähnliche Methode ist bei der Hyperbel anwendbar. Zur Construction der Parabel, 
wenn Uu und F gegeben, dient unter andern folgende Methode. Man beschreibe aus F mit 
einem Radius, grösser als 3 Fa, einen Kreis, welcher die Axe der Parabel, von F aus nach 
der Seite von a hin, in einem Punkte P schneide; dann beschreibe man aus P mit demselben 
Radius, einen Kreis, der Uu in @ und g schneide, und nun aus G und g Kreise, welche 
mit dem ersten aus F beschriebenen Kreise die Schnittpunkte M und m geben; endlich ziehe 
man die Geraden MP, mP: so hat man zwei Punkte der Parabel, M und m, nebst den Be- 


rührenden PM und Pm an diesen Punkten. - 


S. 8, 


Die Aufgabe: „Aus einem gegebenen Punkte P, welcher ausserhalb einer Ellipse 
liegt, deren grosse Axe und Brennpunkte bekannt sind, welche selbst aber nicht einmal ge- 
zeichnet zu sein braucht, an dieselbe Berührende zu ziehen, und deren Berührungspunkte zu 
bestimmen“ wird so gelöset: hr 

Man beschreibe einen der Richtkreise, etwa den (F'); dann aus P mit einem Radius 
— PF einen Kreis, welcher jenen Richtkreis in @ und G, schneide; halbire hierauf die 
Winkel FPG und FPG, durch die Linien PM und PM,, so sind dieses die gesuchten Berüh- 
renden. Zieht man hierauf auch die Geraden F'G, FG,, so sind die Schnittpunkte dieser 
Linien mit jenen Berührenden die Berührungspunkte M und M.. 

Für eine Hyperbel wird die entsprechende Aufgabe ganz analog gelöset. Für eine 
Parabel, deren Brennpunkte F und Richtlinie Uu gegeben sind, löset man dieselbe Aufga- 
be, indem man aus P mit PF einen Kreis beschreibt, die Schnittpunkte G und G, dieses 
Kreises und der Uu mit P verbindet, die Winkel FPG und FPG, halbirt, endlich aus G 
und G, auf Uu Lothe errichtet. 

Diese bekannten Methoden mussten hier erwähnt werden, 
um auf die nun folgenden Untersuchungen vorzubereiten, weiche, 


der Beweismethode, weniger bekannt sein möchten. 


weil sie sehr dienlich sind, 
wenigstens in Hinsicht 


0, 
Man wende die eben gezeigte Auflösung der Aufgabe, aus einem Punkte P an eine 
durch grosse Axe und Brennpunkte bestimmte Ellipse Berühbrende zu ziehen auf dieselbe 


Ellipse und denselben Punkt P doppelt an, indem man nicht bloss den Hülfskreis (F’), 
sondern auch den (F) construirt, und in dessen Peripherie die Punkte &@ und G, bestimmt; 
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dann hat man eine Figur, aus welcher sich leicht mehre interessante Eigenschaften der El- 
lipse herleiten lassen. Nämlich: 

1) Wegen gleicher Seiten hat man A FPG & F'PG,, und A FPE‘ = FPG,. Daher 
folgt Z PFM = PFM, und ZPFM = PFM,.. „Die Verbindungslinie eines Brennpunkts 
und des Schnittpunkts zweier Berührenden an einer Ellipse halbirt den Winkel, den an dem- 
selben Brennpunkte die von ihm zu den beiden Berührungspunkten gezogenen Linien mit 
einander bilden.“ 

2) Man ziehe an einem beliebigen Punkte m der Ellipse eine ‘dritte Berührende, welche 
PM in p, PM, in p, schneide. Dann ist, nach 1., ZMFp = pFm und ZmFp, = p,FM,, 
und daher 4. BED, — 2 MFM, = :MFR — PFM,. . 

„Das Stück einer beweglichen Berührenden, welches durch zwei feste Berührende begrenzt 
wird, erscheint aus einem jeden Brennpunkte unter einem constanten Gesichtswinkel.“ 

Die Sätze 1 u. 2. hat Poncelet in den Annales de Mathem. T. VIII. p. 4 u. 5. anders 
und in umgekehrter Ordnung bewiesen. | 

3) Wegen gleicher Seiten ist A FP@,= GPF', daher die Winkel dieser Dreiecke an 
P gleich; folglich auch ZFPG = F’PG,, daher auch deren Hälften FPM, FPM, gleich. 
„Die Verbindungslinie des Schnittpunkts zweier Berührenden mit einem Brennpunkte macht 
mit der einen Berührenden denselben Winkel, wie die Verbindungslinie des Schnittpunktes 
der Berührenden und des andern Brennpunktes mit der andern Berührenden.“ 

Dieser Satz ist, im Wesentlichen auf dieselbe Art, von Herrn Oberlehrer Kroll in dem 
Programme des Gymnasiums zu Eisleben vom Jahre 1631 bewiesen. In einer höchst eigen- 
thümlichen Behandlung findet er sich in Plücker’s analytisch - geometrischen Entwicklungen. 
Th. I. 8. 207. ' 

4) Die Linien FK und F'K’ sind lothrecht auf PM, so wie FK, und F'K, lothrecht 
auf PM,. Man findet nun 

A4BFK 5 BER’, und. PKasE’ RK’ 2 PE_:.PE, 
und eben so A PFK,v PFK’ woher FK,: FK =PF:PF, 
und hieraus folgt BES ER GE ER SER; 
„Das Product der beiden Lothe, die auf eine Berührende aus den beiden Brennpunkten ge- 
fällt werden, hat einen constanten Werth, die Berührende liege, wie sie wolle.“ — Indem 
man eine Berührende zu Hülfe ruft, welche der Hauptaxe parallel ist, zeigt sich leicht, dass 
der constante Werth dem Quadrate der halben kleinen Axe gleich ist. 

Für die Hyperbel finden sich ganz analoge Sätze. 


Ss. 10. 


Von jetzt an sollen bloss noch die sehr mannichfaltigen Eigenschaften der Berührungs- 
4 


Fig. 9. 


Fig.14 


26 


linien an einer Parabel den Gegenstand unsrer Betrachtungen bilden. Zunächst wollen wir 
ein Paar sehr bekannte Sätze aufstellen. 

Aus dem Punkte M sei ein Loth MG auf Uu gefällt, ferner sei MF gezogen und der 
Winkel FMG durch eine Gerade halbirt, so ist diese Halbirungslinie nach $. 6. eine Berüh- 
rende am Punkte M. Man zielie FG, weiche Gerade die Berührende in K schneide, und 
die Gerade FE nach dem Punkte E, in welchem die Berührende die Uu schneidet. Dann 
findet man: 


1) Es ist Z MFE = MGE = 90°. „Die beiden Linien, welche aus dem Brennpunkte 
einer Parabel zu dem Berührungspunkte einer Berührenden und dem Schnittpunkte dieser 


Berührenden und der Richtlinie gezogen werden, bilden aın Brennpunkte einen rechten Win- 


kel.“ 
2) Das Scheitelloth (s. $. 4.) schneidet die FG im Mittelpunkte K, durch den auch die 


Berührende gehet, und es ist Z FKM ein rechter. „Eine Linie, welche vom Brennpunkte 
nach dem Schnittpunkte einer Berührenden und des Scheitellothes gezogen wird, macht mit 


der Berührenden einen rechten Winkel.“ 
> ß 


Suhkl, 


1) An den Punkten M und M, einer Parabel seien Berührende gezogen, welche ein- 
ander in P treffen, und aus jenen Punkten seien auch die Lothe MG, M,6&, zur Richtlinie 
Uu gefällt. Dann hat man (vergl. $. 8.) A PFM =& P6GM, A PFM, = PG,M,, und 

ZLPCGM = PFM, ZPG,M,=PFM,, aber auh Z PGM = PG,M,, 
folglich auch LPBFM em BEM.. u 

Diese Gleichung enthält für die Parabel einen Satz, der sich für die Ellipse (und Hy- 

perbel) schon in $. 9. 1. bewiesen findet. 


2) An einem dritten Punkte m der Parabel werde eine Berührende gezogen, welche 
PM in ps PM. in p, schneide, so ist, wie man durch Anwendung von 1. leicht findet, 
ZpEp,= MFP = PFM.. Hierin liegt ein Satz, der mit dem von der Ellipse (und Hyper- 
bel) in $. 9. 2. bewiesenen ganz übereinstimmt. 
3) In den Dreiecken PGM und PGG, haben wir i 
2 MPG + P6M + PMG& = 180° 
Z 6GPG, + PGG, + P&,G = 180% oder FPG + FPG, + 2.PG6G, = 180°. 
Lassen wir in der ersten Gleichung vom Winkel PGM den rechten Winkel @,GM weg, und 
dividiren die letzte Gleichung durch 2, so kommt 
LMPG + PGG, + PM& = 900% 
2 MPG — M,PG, + P6G, = M°. 
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Aus diesen Gleichungen folgt nun ZPMG = M,PG,, und überhanpt 
L.FMPu=sPMGi = 4 FPMjH& = M,PG.. 
Eben so ist 2FMP= PM.G,= FPM = MP&. 


Man ziehe nun Pf der Axe AF parallel, und nenne diese Linie, wie jede Gerade, die 
der Axe AF parallel ist, einen Durchmesser der Parabel. Dann hat man ZMPf = PMG 
und daher auch MPf = FPM,. Diese Gleichung enthält für die Parabel einen Satz, der 
dem in $. 9. 3. für die Ellipse (und Hyperbel) bewiesenen entspricht, in so fern der zweite 
Brennpunkt der Parabel als ein in der Axe AF in unendlicher Entfernung liegender Punkt 
zu denken ist. 


4) Die Dreiecke MFP und PFM, sind einander ähnlich, und desshalb 


7 FM: FP='FP'; FM, also FP?= FM.FM. 
Ferner kat man FM: FP = PM:PM, 
FP:FM,= PM:PM, 
und folglich FM: FM, = PM? PM,“ 


5) Der Wiukel MPM, ist immer die Hälfte des Winkels GPG,, und der Winkel PFM, 
so wie PFM,, immer das Supplement von MPM,. Der Punkt P liege nun in Uu, so ist 
GPG,= 180°, also MPM, = 90°; dann auch PFM =PGM = 90°, und PFM, =PG,M, =90°. 
Hieraus folgt: *„Werden aus einem Punkte’ der Richtlinie zwei Berührende an eine Parabel, 
und auch eine Gerade zum Brennpunkte gezogen, ferner die beiden Berührungspunkte durch 
eine Sehne verbunden: so bilden die Berührenden einen rechten Winkel mit einander, die 
Sehne zwischen den Berührungspunkten gehet durch den Brennpunkt hindurch, und die aus 
dem Punkte der Richtlinie zum Brennpunkte gezogene Linie trifft diese Sehne lothrecht.“ 


Liest P in dem Raume zwischen der Parabel und der Richtlinie, so ist der Winkel 
MPM, ein stumpfer, die Berührungssehne MM, schneidet die Axe zwischen dem Scheitel- 
und dem Brennpunkte und die Winkel PFM, PFM, sind spitze. Liegt dagegen P jenseit 
der Richtlinie, so ist der Winkel MPM, ein spitzer, die Berührungssehne schneidet die Axe 
in einem in der Verlängerung von AF liegenden Punkte, und die Winkel PFM, PFM, sind 
stumpfe. 


Diese Sätze erlauben mannigfache Umkehrungen. 


5 12 
1) Der Durchmesser Pf treffe die Richtlinie in H, so ist H der Mittelpunkt von G&,. Fig. 15 


Fällt man also aus den Berührungspankten zweier Berührenden an einer Parabel Lothe auf 
die Richtlinie, und auch aus dem Schnittpunkte jener Berührenden ein Loth zur Richtlinie, 
»o ist der Fusspunkt des letzten Lothes der Mittelpunkt des von den Fusspunkten der ersten 


4° 


Fig. 16 
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beiden Lothe begrenzten Stückes der Richtlinie. Dieser Satz ist weniger an sich von In- 
teresse, als vielmehr nur, in so fern er zur Begründung andrer Sätze dient. 

2) Der Durchmesser Pf schneide die Berührungssehne MM, in I, so ist auch I der 
Mittelpunkt von MM,. Also: ,„Der durch den Schnittpunkt zweier Berührenden an einer 
Parabel gezogene Durchmesser halbirt die zwischen den Berührungspunkten liegende Sehne.“ 

3) Der Durchmesser Pf treffe die Parabel in X, welchen Punkt wir den Scheitelpunkt 
des Punktes P oder auch des Durchmessers Pf nennen wollen. An % ziehe man eine 
Berührende, welche PM in S, PM, in S, schneide. Aus S und S, fälle man die Lothe 
SL und S,L, zur Richtlinie; dann ist, nach 1., L der Mittelpunkt von GH, L, der Mittel- 
punkt von G,H. Die Linie GG, ist durch die Punkte L, H, L, in vier gleiche Theile ge- 
theilt. Daraus folgt, dass S der Mittelpunkt von PM, S, der Mittelpunkt von PM, sein 
muss, dann ferner, dass SS, der MM, parallel und X der Mittelpunkt von PI ist. Also: 
„Die Sehne zwischen den Berührungspunkten zweier Berührenden an einer Parabel ist par- 
allel der am Scheitelpunkte des Schnittpunktes dieser Berührenden gezogenen Berührenden.“ 
Ferner: 

4) „Wird am Scheiteipunkte des Schnittpunktes zweier Berührenden einer Parabel eine 
dritte Berührende gezogen, so halbirt dieselbe die beiden Berührenden, in so fern jede von 
jenem Schnittpunkte und von dem Punkte begrenzt ist, in dem sje die. Parabel berührt, und 
auch das Stück dieser dritten Berührenden, welches von den ersten Berührenden begrenzt 
ist, ist in seinem Berührungspunkte halbirt.“ Endlich: | 

5) „Werden aus einem Punkte eines Durchmessers einer Parabel zwei Berührende an 
dieselbe gezogen, und die Berührungspunkte durch eine Sehne verbunden, so hat das Stück 
dieses Durchmessers, welches von jenem Punkte und dieser Sehne begrenzt is, seinen Schnitt- ; 
punkt mit der Parabel zu seinem Mittelpunkte.“ 


Sn RP ' 
Eine Parabel werde in den Punkten M, M,, M, von drei Geraden P,P,, PP,. PP, 
berührt, wo P, P,, P, die Schnittpunkte je zweier dieser Berührenden bezeichnen. Auf die 
Richtlinie seien aus M, M,, M, die Lothe MG, M,G,, M,6,, aus P, P,, P, die Lothe 
PH, P,H,, P,H, gefällt. Die Schnittpunkte dieser letzteren Lothe mit den Berührenden 
P,P,, PP,, PP, mögen nach der Reihe heissen N, N,, N,. - Dann können wir folgende 
Betrachtungen anstellen: 
1) Weil H der Mittelpunkt von 6,6,, H, der von . und H, der von GG, (12.1.) 
so hat man 


HH, 


= sHLG = ..85 HD, namlich ale —= 1 G,6&, 
1:,H./ =. :H@; == G,;,H = 36, 
iLH = BG: 2=76GH} =. AG 
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Weil aber die sechs aus den Punkten M... und P... zur Richtlinie gefällten Lothe alle ein- 
ander parallel sind, so erhält man nun Proportionen, welche aussagen, dass in jeder Berüh- 
renden durch den darin liegenden Berührungspunkt und die beiden darin enthaltenen Schnitt- 
punkte Linien 'gebildet sind, welche in gleichen Verhältnissen stehen. Nämlich es ist: 


IM 5 NE BP MEN EM PB nämlich jedes = H,H,: H,H, 

BMA ER ea PR: Bir ee HS 

PM en #9. Prize: PP. 53, Mes ba. BR By ser HE FH 
2) Wegen paralleler Linien ist nun N,P,: PN, = HN, : TEH. 


In 1. war aber auch "BMI SM, Pf sH ,H; 8. HH 
Hieraus folgt, dass die Linie PP, durch den Punkt N, in zwei Theile von derselben Grüsse 
getheilt ist, wie durch den Punkt M,. oder dass 


P,N, =: M,P "und +PN% #==#»My,P:: 


Für P,P, gilt ebenso P,RN = MP, und P,N MP,. 
endlich für P,P PNE.3='7M Biiund ENG Mi;R. 
3) Aus 1. hat man. die, Gleichungen 
PM; - .H,H, DM smrB;H PM; HH, 


MIEPIL. THESE A OMPZ SEHE, re MP 

Durch Multiplikation dieser Gleichungen bekommt man 

PM, P,M P,M, 

MB a Man Mi 

woraus sich nach der Transversalentheorie ergiebt, dass die drei Geraden PM. P,M, u. P,M, 

einander in einem einzigen Punkte treffen. Also: „Sind an einer Parabel drei Berührende 

gezogen, und man verbindet jeden Berührungspunkt einer Berührenden mit dem Schnittpunkt 

der beiden andern Berührenden, so schneiden die drei Verbindungslinien einander in einem 
einzigen Punkte.“ 


k 


4) Der Durchmesser M,G, des Berührungspunktes: M, werde verlängert. bis er die Fig. 17 
Berührungssehne MM, in @, schneide. Dann ist 


Mau, QdEM Fi GH, H, 2 H,H 
Nach 1. ist aber auch PMs.\& PR HH, : HH 


Il 


und Pre Is MP, HH, : HH. 
Mithin se!PM} 2 °P,RP’="M,Q, 7°Q,Meund P,P,: MP, = M,Q,: Q,M. 
Folglich ist PQ, parallel mit P,M und P,Q@, parallei mit P,RM, also das Viereck P,P,PQ, 


ein Parallelogramm. Auf ähnliche Art ergeben sich die Parallelogramme P,PP,Q und 
PP,P,Q.. | | 


Also: „Berühren die Seiten eines Dreiecks eine Parabel, und man bestimmt den Schnitt- 
punkt des Durchmessers eines der drei Berührungspunkte mit der Sehne zwischen den beiden 


Fig.1$ 
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andern Berühbrungspunkten, so bildet derselbe, als vierter Eckpunkt, mit den drei Eckpunk- 
ten jenes Dreiecks ein Parallelogramm, das diejenige Seite des Dreiecks zur Diagonale hat, 
weiche die Parabel am ersten Berührungspunkte berührt.“ 2 

Oder: „Berühren die Seiten eines Dreiecks eine Parabel, und man ziehet durch zwei 
Eckpunkte desselben Parallelen mit den gegenüberliegenden Seiten, ‚so bildet sich ein Paral- 
lelogramm, dessen durch jene Parallelen bestimmter vierter Eckpunkt in der Parabel- Sehne 
liegt, welche die Berührungspunkte derjenigen Seiten des Dreiecks verbindet, die zu Seiten 
des Parallelogramnmıs geworden sind.“ 

Umkehrung: „Ziehet man aus einem beliebigen Punkte der Berührungssehne zweier 
Berührenden an einer Parabel zwei Parallelen mit den Berührenden, und verbindet endlich 
die beiden Schnittpunkte in den Berührenden, welehe sich hiedurch ergeben, so ist die Ver- 
bindungslinie eine neue Berührende an der Parabel.“ 

Plücker hat in seinen analytisch - geometrischen Entwicklungen, Th. L S. 161. diese 
Sätze analytisch bewiesen. 


5) U, sei der Scheitelpunkt des zum Punkte P, gehörigen Durchmessers P,H,. An 
demselben werde eine Berührende gezogen, welche P,M in S und P,M, in S, schneide, 
und, nach $. 12. 4., halbire. Diese Berührende schneide PP, in V, und aus V, werde zu 
Uu das Loth V,W, gefällt. Dann ist ($. 12. 1.) W, der Mittelpunkt von H,G,. Da nun 
auch H,H, = G,H, so ist W, auch der Mittelpunkt von H,H, und hieraus weiter V, der 
Mittelpunkt von PP,. Ein entsprechender Satz muss auch von Berührenden gelten, welche 
an den Scheitelpunkten der Punkte P und P, gezogen werden. 

Also: „Berührt eine Parabel die drei Seiten eines Dreiecks, so wird jede Seite dieses 
Dreiecks durch die am Scheitelpunkte des gegenüberliegenden Eckpunktes gezogene Berüb- 
rende im Mittelpunkt geschnitten.“ 

- Oder: „Die Tangente SS, ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller von den bei- 
den festen Berührenden P,M und P,M, interceptirten Stücke aller übrigen geraden Linien, 
welche die Parabel berühren.“ 

Man kann diesen Satz auch anders, z. B. ‘durch Transversalentheorie beweisen. Er fin- 
det sich auch in Plückers analytisch-geometrischen Entwicklungen, Th. IL. $. 162. 


S. 14. 
| 1) Es ist ($. 11. 3.) £ FP,P — MP,f, und FP,P = MPif, 
aber auch MP 23 ME t,, 
mithin ist ZIEP. PIE EP,P, 
und auf ähnliche Art ZIFPID, N FPR, 


3ı 


Hieraus folgt, durch die Punkte F, P, P, und P,: könne ein Kreis beschrieben werden. 

Also: „Der Brennpunkt einer Parabel bildet mit den drei Schnittpunkten jeder drei Be- 
rührenden dieser Parabel ein Viereck, um welches ein Kreis beschrieben werden kann.“ — 
Oder: „Wird durch die drei Schnittpunkte von drei Berühbrenden an einer Parabel ein Kreis 
beschrieben, so gehet derselbe durch den Brennpunkt hindurch.“ 

2) Das Dreieck FPP, ist den Dreiecken FM,P, und FP,M ähnlich, und also von un- 
veränderlicher Form, wo in der Parabel auch der Punkt M, geronmen werde, wenn nur die 
Punkte M und M, unverändert bleiben. Dieser Satz schliesst den von $. 11. 3. ein. Er 
findet sich nebst dem vorigen und einigen andern hier mitgetheilten auch in JH. Lambert’s 
Insigniores orbitae cometarum proprietates, aber auf andre Art beyviesen. 

3) Man denke die Punkte M, M, und.also auch P, unverinderlich, dagegen M, und 
‘also auch P und P; veränderlich, indem sich M, immer mehr nach: dem Punkte M: zu bewe- 
ge. Daun wird endlich M, mit M zusammenfalien, und dabei das Dreieck PP,P, in einen 
soichen Zustand übergehen, dass der Punkt P, mit M, der Punkt P mit P, zusammenfälkt. 
Wendet man uun hiebei immerfort den Satz 1. an, und denkt sich den Mittelpunkt des um 
das Dreieck PP;P, beschriebenen Kreises, so wird dieser Mittelpunkt endlich in die Stelle 
Z kommen, wo sich ’ein aus P, gegen P;M, exrichtetes Loth mit dem Halbirungslothe von 
P,M schneidet; der Radius des umschriebenen Kreises wird aber in die Linie ZM — ZP, 
übergehen, und der Kreis die Linie P,M, berühren. Dabei wird aber der Kreis immerfort 
durch den Brennpunkt F gehen. 

Also: „Sind zwei Berührende an einer Parabel gezogen, und man beschreibt einen Krei« 
‘der durch den Schnittpunkt der beiden Berührenden und den Berührungspunkt der einen Be- 
rührenden hindurchgehet, die andre Berührende aber'berührt, so gehet dieser Kreis durch 
den Brennpunkt der Parabel hindurch.“ 

Dieser Satz folgt übrigens auch ganz einfach daraus, dass der Winkel P,ÄFM immer das 
Supplement vom Winkel MP,M, ist. (S. $. 11. 5.) 


5.15.19, .008 

1) Die Richtlinie Uu werde von der Berührenden P,M in E, von P,M, inE, geschnit- 
ten. Gegen diese Berührenden rechtwinklig ziehe man die Geraden Ep, E;,p,., wo p und p, 
die Schnittpunkte dieser Lothe mit P,M, und P,M bezeichnen mögen. Dann sind diese 
Lothe (nach einer Umkehrung von $. 11. 5.) Berührende an der Parabel. Vermittelst $.13.1. 
findet man nun, dass auf der Berührenden P,M die drei in P, begrenzten Stücke P,p,, 
P,P, und P,E sich unter einander so verhalten, wie auf P,M, die drei in M, begrenzten 
Theile M,E,, M,P, M,p. Durch Bildung von Proportionen für Differenzen solcher Stücke 


ergiebt sich sodann, dass sich auch die Linien P,p;,, EP, wie die E,P und Pp verhalten 
müssen. ' 


Fig.19 
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Man’falle jetzt aus:P und P,; zu. den. .gegenüberliegenden ‘Seiten. des Dreiecks PP ,P, 
die Lothe PR und P,R,, so! werden dieselbe den Linien Ep’und E,p, beziehungsweise par- 
allel sein. Der Schnittpunkt der Richtlinie mit PR heisse T’, der mit P,R, heisse T’, so 


bekommt man, der Parallelen wegen, 


ET 2.2 1 E;T P,p- 
ie rn and — zufar 
TE P T’E: : EP, 
P, I 4 E,P 
Nun ist aber er — 5 


OR 
MER ion WE. 
Hieraus erhellt, der Punkt T’ müsse mit T” einerlei sein, beide also in einen einzigen Punkt 


mithin auch 


T zusammenfallen. Die Lothe PR und P,R, schneiden einander also in einem Punkte der 
Richtlinie. Fält man nun auch aus P, ein Loth gegen PP,, so muss dasselbe durch den 
Schnittpunkt jener beiden Lothe hindurchgehen, weil in jedem Dreiecke die drei Lothe, die 
aus den Eckpunkten zu den gegenüberliegenden Seiten gefällt werden, einander in einem 
einzigen Punkte, dem Perpendikelschnittpunkte des Dreiecks, treffen. 

A'so: ‚Der Perpendikelschnittpunkt eines Dreiecks, dessen drei Seiten eine Parätil 
berühren, ‘ist ein Punkt der Richtlinie. 

Steiner giebt in den Ann. de Math. T. 19. p. 56 u. 59. einen andern Beweis dieses, 
Satzes. 

2) Man denke wieder, wie in $. 14. 3., die Berührenden P,M und P,M, fest liegend, 
die Berührende PP, aber beweglich und endlich in P,M übergehend. ' Dann gehet das Loth 
P,R, endlich in ein aus M auf P,M, gefälltes Loth über, die Lothe:PR und P;R, gehen 
aber beide in eine durch P, lothrecht gegen P,M gezogene Linie über. : Da nun immerfort 
und auch in diesem Grenzfalle der Perpendikelschnittpunkt ein Punkt von Uu sein muss, so 
müssen jene beiden Linien sich in einem Punkte V der Richtlinie schneiden, und man hat 
den Satz: | 

„Wird eine Parabel von zwei Geraden.berührt, und aus dem Schnittpunkte dieser Be- 
rührenden ein Loth gegen die eine Berührende errichtet, aus dem Berührungspunkte eben 
dieser Berührenden aber auch ein Loth auf die andre Berührende gerallt, so ist der Schnitt- 
punkt beider Lothe ein Punkt der Richtlinie.“ 


SR, 


In dem bisher Vorgetragenen sind die Mittel zur Auflösung einer Menge von Aufga- 
ben enthalten. Wir wollen einige derselben hier aufstellen, ‚und:zum Theil mit Andeutun- 
gen über ihre Auflösung begleiten. 
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1) Eine Parabel zu construiren, wenn gegeben ist der Brennpunkt, und entweder 
a) zwei Punkte der, Parabel, oder b) zwei Berührende, oder c) eine Berührende und ein Punkt 


der Parabel. 
2) Eine Parabel zu construiren, wenn gegeben ist die Richtlinie und entweder a) zwei 
Punkte, oder b) zwei Berührende, oder c) ein Punkt und zwei Berührende der Parabel. 


3) Einen Kegelschnitt zu construiren, wenn einer seiner Brennpunkte gegeben ist, und 
entweder a) drei Punkte des Kegelschnitts, oder b) drei Berührende, oder c) zwei Punkte 
und eine Berührende, oder d) ein Punkt und zwei Berührende. 

Diese Aufgaben kommen in ihrer Auflösung auf Berührungsaufgaben zurück, Es Tonne 
immer nur darauf an, den Richtkreis zu construiren, der den nicht gegebenen Brennpunkt 


zum Mittelpunkte hat. 

4) Drei Berührende P,P,, PP, und PP, einer Parabel sind gegeben, man soll den 
Brennpunkt und die Richtlinie derselben bestimmen. 

Diese Aufgabe ist eine unbestimmte. Die drei Berührenden bilden, indem sie sich in 
drei Punkten schneiden, ein Dreieck. Beschreibt man einen Kreis um dieses Dreieck, so 
kann jeder Punkt dieses Kreises zum Brennpunkte genommen werden. Bestimmt man den 
Perpendikelschnittpunkt des Dreiecks, so kann jede Gerade, die durch diesen Punkt hin- 
durchgezogen wird, zur Richtlinie genommen werden. 

Ist aber ein beliebiger Punkt des umschriebenen Kreises zum Brennpunkte der Parabel 
gewählt, so kann nicht jede durch den Perpendikelschnittpunkt gezogene Gerade zur Richt- 
linie genommen werden. Umgekehrt, wenn eine beliebige durch den Perpendikelschnittpunkt 
gezogene Gerade zur Richtlinie gewählt ist, darf nicht mehr jeder beliebige Punkt des um- 
schriebenen Kreises zum Brennpunkte dienen. Hieraus entstehen folgende zwei Aufgaben: 

a) Ein beliebiger Punkt F des um A PP,P, umschriebenen Kreises ist als Brennpunkt 
angenommen; man soll die zugehörige Richtlinie bestimmen. 

Der Satz $. 10. 2. führt zur Auflösung. Man fälle vom Punkte F auf P,P,, P,P, PP, 
nach der Reihe die Lothe FK, FK,, FK,. Dann müssen die Punkte K, K,, K, Punkte 
des Scheitellothes sein. So ergiebt sich hier nebenbei der Satz: „Werden aus einem Punkte 
des um ein Dreieck beschriebenen Kreises Lothe zu den Seiten des Dreiecks gefällt, so 
liegen die drei Fusspunkte dieser Lothe in einer geraden Linie.“ Dieser Satz ist bekannt 
genug, und kann auch leicht anderweitig, z. B. folgerdermassen bewiesen werden. Man 
verlängere FK bis zum Punkte L des Kreises, und ziehe FP,, FP, und PL. Dann wird, 
wegen der rechten Winkel an K und K,, ein Kreis, dessen Durchmesser FP,, durch K 
und K, hindurchgehen, und folglich der Winkel FP,K, = FKK, sein. Es ist aber auch 
FP,K, = FLP (als Peripheriewinkel über dem Bogen FP), mithin FKK, = FLP und KK, 
parallel mit LP. Auf gleiche Art wird ein Kreis, dessen Durchmesser FP,, JurchK undK, 

h) 


Fig. 20 
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gehen, und also der Winkel FKK, — FP,P sein; da nun auch FP,P = FLP, so folgtKK, 
parallel mit LP. Die beiden Geraden KK, und KK,, welche den Punkt K gemein Bin 


sind also derselben Geraden parallel, müssen folglich nur eine Gerade bilden. 


Hat man auf die angegebene Art das Scheitelloth, so ergiebt sich auch leicht die 
Richtlinie. Dabei findet sich der Satz: „Werden jene drei Lothe FK, FK, und FK, 
um gleich lange Stücke verlängert, so dass KG =FK u. s. w., so liegen die Punkte G, 


G,, G, in einer Geraden, welche durch den Perpendikelschnittpunkt des Dreiecks gehet.“ 


b) Eine beliebige Gerade Uu, die durch den Perpendikelschnittpunkt T, des Dreiecks 


PP,P, hindurch gehet, ist zur Richtlinie gewählt; man soll den zugehörigen Brennpunkt ur 
stimmen. 4 


Die Aufgabe kommt darauf zurück, einen Punkt F in dem um das Dikieck beschriebe- 
nen Kreise zu bestimmen, welcher die Eigenschaft hat, dass die Fusspunkte der aus ihm auf 
die Seiten gefäliten Lothe eine Gerade KK,K, bestimmen, welche der gegebenen Uu par- 
allel ist. Der oben geführte Beweis des Satzes, dass die Punkt K, K,, K, eine gerade Li- 
nie bilden, leitet leicht zu folgender Auflösung dieser Aufgabe. Man ziehe PL parallel Uu, 
bis PL den um das Dreieck PP,P, beschriebenen Kreis in L trifft, fälle aus L ein Loth 


LK auf P,P, und verlängere dieses, bis es jenen Kreis in einem Punkte F trifft. Dieser 
Punkt wird der gesuchte Brennpunkt sein. Ä 


Wir sind aber hiedurch noch zu folgendem Satze geführt: „Ziehet man aus den Eck- 
punkten P, P, und P, eines Dreiecks drei einander parallele Gerade, welche den um das 
Dreieck beschriebenen Kreis in den Punkten L, L,, L, schneiden, und fället aus diesen 
Punkten die Lothe LK, L,K, und L,K, zu den Seiten P,P,, P,P, PP,, so treffen sich 
diese Lothe in einem Punkte F des umschriebenen Kreises.“ 


Man vergleiche hierbei Crelle’s Journal B. 2. 8. 97., B. 3. S. 285 u. £., B. 5. S. 165. 


5) Zwei Berührende für eine Parabel sind gegeben, und in der einen auch der Berüh- 
rungspunkt; man soll den Brennpunkt und die Richtlinie der Parabel bestimmen. 


Die Aufgabe ist eine unbestimmte. Aus $. 14. 3. erhält man leicht einen Kreis, als 
Ort des gesuchten Brennpunktes, und aus $. 15. 2. einen Punkt, durch welchen die Richtlinie 
hindurchgehen muss. Wird dann in dem Kreise ein beliebiger Punkt als Brennpunkt ange- 
nommen, so ist es sehr leicht, die zugehörige Richtlinie zu bestimmen. Wird umgekehrt 
durch den Punkt, durch welchen die Richtlinie hindurchgehen soll; eine beliebige Gerade ge- 


zogen und als Richtlinie angenommen, so ist es eben so leicht, den zugehörigen Brennpunkt 
zu finden. 


6) Zwei Berührende für eine Parabel sind gegeben und auch in jeder der Berührungs- 
punkt; man soll den Brennpunkt und die Richtlinie bestimmen. 


35 


Diese Aufgabe ist eine bestimmte. Durch $. 14. 3. bekommt man zwei Kreise, deren 
zweiter Schnittpunkt, ausser dem Schnittpunkte der Berührenden, durch den die Kreise hin- 
durchgehen, der gesuchte Brennpunkt ist, und durch $. 15. 2. findet man zwei Punkte, wel- 
che in der Richtlinie liegen, und also diese bestimmen. — Will man noch die Parabel selbst 
eonstruiren, so lassen sich dazu bequem mehre Sätze von $. 13. benutzen. 

7) Vier Berührende für eine Parabel sind gegeben; man soll den Brennpunkt und die 
Richtlinie bestimmen. 

Die vier gegebenen Geraden geben, indem man sie auf alle mögliche Arten zu dreien 
verbindet, vier Dreiecke. Beschreibt man um jedes dieser Dreiecke einen Kreis, so findet 
man einen Punkt, durch den alle vier Kreise hindurchgehen, und dieser Punkt ist der ge- 
suchte Brennpunkt. Bestimmt man fir jedes der vier Dreiecke den Perpendikelschnittpunkt, 
so liegen diese vier Punkte in einer Geraden, welche die gesuchte Richtlinie ist. 

Man vergleiche hier Crelle’s Journal B. 3. S. 290. und B. 5. S. 167. 


Verbesserungen. 


Seite 3. Zeile 7. von u. statt Doppelfläche 1. Doppelkegellläche. 
— 5. — 5.vono. statt Unendlich I. Unendliche. 
— 1-17 statt = TZN LS TZN, 


— 21. — 1. — statt, 5.8... 12.78.90, 
— — .— 2. von u. hinter Geometrie I. füge hinzu $. 345. 
— 239. — 11l.von o. statt M, 1. M.. 
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